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Introduccion

En la asignatura anterior, se ha estudiado |la probabilidad asociada a sucesos
pertenecientes a un espacio de probabilidad o muestral, donde a partir de los
experimentos se pueden obtener resultados tanto cualitativos como cuantitativos.

Ejemplo: Consideramos el experimento que consiste en lanzar una moneda y comprobar el
resultado obtenido.

Espacio muestral -2 E = {cara,cruz} P(A)=PB)=1/2
Sucesos 2 A =*“salir cara”, B = “salir cruz”

Sin embargo, resulta ventajoso asociar un conjunto de numeros reales a los
resultados de un experimento aleatorio o espacio muestral, con el fin de estudiar
su comportamiento aleatorio. Esto puede hacerse a través de una aplicacion,
definida de una manera determinada, y que se conoce por variable aleatoria.

Ejemplo: Para el ejemplo anterior, consideramos la aplicacion: X: E - M de forma que
X(“cara”) = 1y X(“cruz”) = 0, pudiendo hablar de P(X=1) y P(X=0), respectivamente.

Por ello, se estudiaran las variables aleatorias y sus correspondientes
distribuciones de probabilidad, que son los conceptos poblacionales que se
corresponden con los de variables estadisticas y sus distribuciones de
frecuencias. EEIl 2



Variables aleatorias unidimensionales

Se entiende por variable aleatoria una funcion real que asigna
valores numeéricos reales a cada uno de los sucesos elementales de un
determinado experimento aleatorio.

X:E2>%R

Las variables aleatorias pueden ser de caracter finito o infinito,
dependiendo del numero de valores que puede tomar la variable. Por otra
parte, las variables aleatorias, al igual que las variables estadisticas
estudiadas en Estadistica Descriptiva, pueden ser:

Discretas (finito o infinito numerable)
Unidimensionales /

(se mide una caracteristica) | Continuas (infinito no numerable)

Variables aleatorias

Discretas (finito o infinito numerable)
Multidimensionales 4:

(se miden varias caracteristicas) Continuas (infinito no numerable)

Infinito numerable: Pueden ordenarse los valores a través de una secuencia de numeros naturales.

Infinito no _numerable: No pueden ordenarse los valores a través de una secuencia de numeros
naturales. Suelen ser intervalos o union de intervalos de la recta real. EEIl 3




Ejercicio: Definir una variable aleatoria que sea adecuada para cada
uno de los ejemplos siguientes, indicando el rango y el tipo de cada
una y su distribucion de probabilidad correspondiente, siempre que
sea posible. Ademas, asignar probabilidades en funcion de la variable
aleatoria X a los sucesos indicados.

& Ejemplo 1: Lanzamiento de un dado.

Sucesos: A = “salir un 3”, B = “salir un n° menor que 4”, C = “salir 3 o mas”

& Ejemplo 2: Extraccion de una bola de una urna que contiene 3 bolas
rojas, 4 negras y 2 blancas.

Sucesos: A = “salir una bola roja”, B = “salir una bola que no sea roja”

& Ejemplo 3: Se observa la estatura de una serie de individuos.

Sucesos: A = “el individuo mide 170 cms”, B = “el individuo mide mas de 180 cms™
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Funcion de distribucion de probabilidad:

Dada una variable X, se define la funcién de distribucion de X como:

F: Y = [0,1] F()=P(X <t)|— Se trata de una funcion acumulativa que se define
) ’ para variables discretas y continuas.

PROPIEDADES: 0 i t<1
1
srcicio: -' ~(x-1) sil<t<2
(1) Para todo t, 0 < F(t) < 1. e o
— si 2<t<
(2) F (+0) =1 2 s
(3) F (-0) =0 -

(4) F (t) es no decreciente (si a < b entonces F (a) < F (b))
{X<b}={X<a}ufa<X<bl= P(X<b)=P(X<a)+Pl@a<X<b)=
F(b)=F(@)+P(a<X<b)>F (a)

(5) F (t) es continua a la derecha para todo t. lim F(t)=F(a)

(6) F (t) no es continua a la izquierda en todo punto b, de forma que
P(X=b) = 0. Por lo tanto, puede ocurrir que tlg:n F(t) # F(b)
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Distribuciones de probabilidad de variables aleatorias

discretas:

X es discreta si toma un numero finito o infinito numerable de valores

diferentes.

Funcion de probabilidad

|| Variable discreta X

1F@6=Y P(X=x)

I 0 cuantia
P (X=x)
Condiciones | (1) P (X=x,)>0, V x € Ry I (2) ZP(X =x,)=1
i=1

Funcion de distribucion

x; <t

PROP:P(X>a)=1-P(X<a)=F(a) |P@a<X<b)=F((®b)-F@) |PX=x)=F(x)-F(x,)

Ejemplo: Un experimento consiste en lanzar 3 monedas y se define la variable

aleatoria X = “n° de caras obtenidas”. Se pide:

(a) Definir el espacio muestral y determinar el rango de X.
(b) Obtener la funcidon de probabilidad y representarla.

(c) Obtener la funcion de distribucion y representarla.
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Distribuciones de probabilidad de variables aleatorias continuas:

Las variables aleatorias continuas se caracterizan porque pueden
tomar cualquier valor dentro de un intervalo real de la forma (a,b), (a,+ «),
(- w0,b), 0 unién de ellos. En este caso, no tiene sentido definir la funciéon
de probabilidad del caso discreto, ya que P (X = x;) = 0, V x, Ahora, la
probabilidad se concentra en intervalos, no en puntos aislados.

” Variable continua X 1‘\» F}ll(l;)i()n de S;;ensi;‘,i{ad Funcion detdistribuci(’)n
R F(0)= [ f(x)dx

\ 4

NOTA: De las propiedades que verifica F (t) resulta util que F (c0)=1

Propiedades de la funcion de densidad.
(1)f(x)=0, V x € R.
(2) Tf(x) i1 (B)P(@a<X<b) -j f(x)dx = F(b) - F(a) (4) P(X=a)=0

F(x)
= f(x)
0x g 7

(5) Si f (x) es continua en un entorno de x, se puede afirmar que



Ejemplo: La variable aleatoria X representa el intervalo de tiempo entre
dos llegadas consecutivas a una tienda, y su funcion de densidad viene
dada por:

ke™? para x>0

f(x)={

0 para x <0

siendo k una constante apropiada. Determinar:

(a) El valor de k para gque f (x) sea funcion de densidad.
(b) La funcién de distribuciéon de X.

(c) El porcentaje de llegadas entre 2 y 6 minutos.

(d) El porcentaje de llegadas en como maximo 8 minutos.
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Variables aleatorias bidimensionales

Una variable aleatoria bidimensional es una funcion que asigna a
cada resultado de un experimento aleatorio un par de numeros reales, es

decir:
(X,Y):E > R?2

Generalizando, una variable aleatoria n-dimensional, sera una
funcion que asigna a cada resultado del experimento, una n-upla real.

(X5 Xppory X ): E > R P

Ejemplo 1. Realizamos el experimento de extraer dos bolas de una urna,
definiendo las variables X = "asignar 1 si ambas son blancas, 2 si una es blancay
3 sininguna lo es” y Y = “asignar O si la primera es blanca y 1 si no lo es”. Definir
la variable aleatoria bidimensional (X,Y) y obtener su rango.

Ejemplo 2: Tenemos el experimento de lanzar tres veces un dado, de forma que
X = *n° de veces que sale el 5" e Y = “n°® de veces que sale el 6”. Definir la
variable aleatoria (X,Y) y obtener su rango. EEIl 9




F: %2 [0,1]

Funcion de distribucion:

Variable aleatoria bidimensional (X,Y) “——"

De manera analoga al caso unidimensional, Y
la funcién de distribucion debe verificar: h _(th)
(1) 0<F (t,h)<1
2) F (+00,+0) = 1 X
3) F (-o0,h)=0, F (t,-0) =0 F (t,h) t
(4) F (t,h) es mondtona no decreciente.
F (t,,h) <F (t,,h), sit, <t,; F (th,) <F (t,h,), sih, <h, Y
(5) P (t, <X <t, hy <Y <h,)=F (t,h,) - F (t,,h,) by
— F (t;,hy) + F (t;,hy) w1 C D
Nota:D=(A+B+C+D)-(A+B)— (A+C)+A 1
(6) F (t,h) es continua a la derecha para ty h. A
Por el contrario, es discontinua a la izquierda para tf t X

t o h en aquellos puntos enque P (X=1,Y =h) =0.
CASO MULTIDIMENSIONAL > F (t;,t5,....t,) = P (X{ < t;,X,<tp,..., X, <t)) F.yn 9|EE|| 10



DISTRIBUCION MARGINAL

Dada una variable aleatoria bidimensional (X,Y), se pueden obtener
las distribuciones marginales de X e Y, prescindiendo de los valores
que toma la otra variable.

Variable aleatoria bidimensional (X,Y)

F (t,h)
Distribucion marginal de X Distribucion marginal de Y
F,(t)=F (t,0) =P (X <t,Y <0) F, (t)=F (0,h) =P (X <00, Y <h)

DISTRIBUCION CONDICIONADA

A partir de la variable aleatoria bidimensional (X,Y), podemos definir
las distribuciones condicionadas, que nos permitiran calcular
probabilidades para una de las variables marginales condicionadas a
valores de la otra, como ocurre en los siguientes casos:

P(X =a,Y =b) P(Y:b/X:a):P(X:a,Yzb)
P(Y =b) P(X =a) EEIl 11
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Variables bidimensionales discretas:

Una distribucion de probabilidad de la variable (X)Y) es de tipo
discreto si las dos distribuciones marginales lo son. En este caso, la
probabilidad se va a concentrar en puntos aislados (x;y;).

Variable aleatoria

bidimensional discreta (X,Y) Funcién de distribucién
Ry XpXnfs Ry =AY 1Y} condicionada .
Py
‘2 Cger o i istribucié Ft/y)=P(X<t/Y=y)=""
Funcién de distribucion Funciones de. distribucion Y T
bidimensional o conjunta marginales ey~ PO X ) %,p i
Ft,h)=P(X<t,Y<h)=> > p, E(f):P(XSf»YSOO)Z);;Py | "o
x;<t y;<h l_n
F,(h)=P(X <o0,Y <h)= Z Z P Funcion de probabilidad
Funcién de probabilidad — condicionada .
bidimensional o conjunta Funciones de probabilidad Pxilyp=PX=x/Y=y,) :;
pl] :P(X:xZDY:y]) n}narglnales ) P(yj/xl.):P(Y:yj/X:xi):Zj
P(X=x)=2p; P =y)=2p, |
7 = EEIl 12




——— | —— | ——— ———

Las distribuciones de probabilidad bidimensionales discretas se pueden
ordenar mediante una tabla de doble entrada:

XY Y1 Yo Ym Pi.
X4 P14 P12 P1m P1.
X3 P21 P22 . Pom Pa.
xn pn1 pn2 pnm pn.
P; P.1 P> Pm 1

Ejemplo: Consideremos el experimento consistente en lanzar dos monedas al
aire, de forma que:

9

X = “Numero de cruces obtenidas” Y = “Asignar un 1 si sale alguna cara y 2 si no’

E = {(cc), (cx), (xc), (xx)} (X,Y):E>R?2
Obtener:
(a) Distribuciéon de probabilidad de (X,Y)
(b) Funcion de distribucidon conjunta.
(c) Distribuciones de probabilidad y funciones de distribucion marginales.
(d) Distribucion de probabilidad de X condicionada a Y = 2.
(e) Distribucion de probabilidad de Y condicionada a X = 1. EEIl 13



Variables bidimensionales continuas:

Una variable aleatoria bidimensional (X,Y) es continua con funcion de
distribucion continua si existe una funcidon no negativa f (x,y) llamada

funcion de densidad, tal que: o
F(t,h)= [ [ f(x,y) dx dy

—00—

Ademas de las propiedades que verifica la funcion de distribucion
conjunta, se cumple que: ZF@N _

Ox Oy - . . . . .
. . Funciones de distribucion marginales
Funciones de densidad 5

marginales F (t) = F(t,0) = I I f(x,y)dxdy = Ifl(x) dx

= [ fey)dy :
I E,(h) = F(eo,h) = [ [f(x,y) dxdy = [£,(y)dy

L= [ f(x,y)dx
- Funciones de distribucion condicionadas
. . .. j f(x,y,)dx

Funciones de densidad condicionadas B(U/y) = PX < UV =y,)= o

X, X, 20J0
Gty =L (= L 00) h

L) Ji(x) Jfexp.y)dy

F,(h/x,)=P(Y<h/X=x,)==*

£,(x,) EEIl 14




Ejemplo: Para dos coeficientes que vienen utilizandose en la division de
proyectos y nuevos disefios se ha modelizado la funcion de densidad:
k(6—x—y) 2<x<4,0<y<2

0 resto

f(x,y)={

(a) Obtener el valor de k.
(b) Calcular la funcion de distribucion conjunta.

(c) Obtener las funciones de densidad y distribucion marginales vy
representarlas.

INDEPENDENCIA DE VARIABLES ALEATORIAS

Dos variables X e Y son independientes cuando X no influye sobre Y
ni Y influye sobre X.

Si X e Y son continuas

J&x/y)=fi(x)
J/x)=/x) F(t,h) = F (1).F, (1)

Si1 X e Y son discretas

P(X=x,/Y=y,)=P(X=x,)
PY=y,/X=x)=PY=y,)

\

PX=x.Y=y)=PX=n) P =y)| LI =/H(E)/K)
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Valor esperado o Esperanza Matematica

En el caso de las variables estadisticas estudiadas en la Estadistica
Descriptiva se obtenian una serie de medidas que caracterizaban y resumian la
informacion de la distribucion de frecuencias, como son las medidas de posicion y
las de dispersion. Algunas de estas medidas pueden obtenerse de forma tedrica
para las variables aleatorias.

Asi pues, la media de una variable aleatoria puede entenderse como aquel
valor al que tiende la media aritmética de los valores de la variable cuando el
numero de repeticiones del experimento es muy grande.

VALOR ESPERADO O ESPERANZA MATEMATICA DE h (x)

Valor medio o esperanza Valor medio o esperanza
matematica de h (X) matematica de X
.f h(x) f(x) dxsi X escontinua I x f(x)dx si X es continua
E[h(X)]:ﬁ;o E(X)=p=17"
D h(x;) P(X=x,) si X esdiscrete D% P(X =x,)si X es discreta
= i=1
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Ejemplo: Para el lanzamiento de 2 dados, se define una variable aleatoria
X que toma el valor 1 si se obtienen dos resultados pares, el valor 2 si
son los dos impares y 3 si se obtiene uno par y otro impar. Calcular E[X] y
E[X2].

PROPIEDADES:

(1) Dada una constante b, se cumple que: E [b] = b.
(2) Dada X una v.a. y b una constante,
E [b.X] = b.E [X]
E [b+X] = b+E [X]
(3) De la propiedad (2) se concluye que: E [a+b.X] = a+b.E [X]
(4) Dadas X e Y dos v.a., se verifica que: E [X+Y] = E [X]+E [Y]

Nota: Este resultado puede extenderse a una suma finita de v.a. Si X,, X,,
..., X,, SONn v.a., entonces:

E [X,+X,+...+X ] = E [X,]+E [X,]+...+E [X,]
(5) Si X e Y son variables aleatorias independientes, entonces:
E [X.Y] = E [X].E [Y]
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Momentos

Caso unidimensional: Los momentos son valores que caracterizan a
una distribucion de frecuencias.

Momentos respecto al origen

Casos particulares:

< k . .
x; P(X =x,) siX esdiscreta
,Z:l: — a,=1 o =u,

kaf(x) dx si X es continua

—00

a, = E[X"] =1

Momentos centrales (respecto de ) Casos particulares:

k ii;‘(Xi —u, ) P(X=x,) siXesdiscreta P Uy = 1 1, = 0
e =Bl(X—p) =1,
j(X —u ) f(x)dx siX escontinua /
R k (k N 2 : .
; (x,—u ) P(X =x,) siXesdiscreta
i Hy = Z NEa) e 2 2 ;
A o \ [ =0, =E[(X-u)]1=1,, VARIANZA
IS ol =y, =a, _alz J;(x—yx)zf(x) dx si X es continua EENl 18
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Caso bidimensional:

Momentos de orden (r,s) respecto al origen

a =EX'Y]=:

IR

i=1 j=1

+004-00

Casos particulares:
o, =E[X] o, =E[Y]
oy = E[X"] oy, =E[Y"]

P(X =x,Y=y;) si(X,Y)esdiscreta

I jxrysf(x, v)dx dy si(X,Y)es continua

\_—00—00

Momentos centrales de orden (r,s)

ZZ(xi —u) (y,—p,) P(X=x,,Y=y,) si(X,Y)esdiscreta
i=1 j=1

po =E[(X =) (Y —p1,)" ]=1

+00+00

Jj(x—ﬂx)r(y—yy)sf(x,y)dx dy si(X,Y) es continua

—00—o0

0wy

Casos particulares: U

H o H o

ZZ(xi —u )y, —pu)P(X=x,Y=y,) si(X,Y)esdiscreta
i=l j=1

=0, =E[(X—p )Y —pu)]=1

+00+00

_[ J.(x_ﬂx)(y — ) f(x,y)dxdy si(X,Y)es continua

((—00—00
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Relaciones entre momentos centrales y momentos respecto al origen

_ _ 2
= Hyy = Oy — O
_ _ 2
= Moy = Uy — Ay,

O, =0 — O &y

O

o)

= N X N

PROPIEDADES:
(1) Dada X una v.a. y b una constante,
02 = V(X+b)= V(X) = 02,
o2, , = V(X.b)= b2.V(X) = b2.62,
(2) Dada X una v.a. y ay b constantes, 6?,,,, = V(aX+b)= a2.V(X) = a2.c2,

Ejemplo: Un inversionista dispone de 100.000 ddlares para una inversion de un afo. Esta
considerando dos opciones: colocar el dinero en el mercado de valores, lo que garantiza
una ganancia anual fija del 15 %, y un plan de inversion cuya ganancia anual puede
considerarse como una variable aleatoria cuyos valores en tantos por uno vienen dados a
continuaciéon. Con base a la ganancia esperada, ¢cual de los dos planes debe
seleccionarse? ¢,Cual sera la varianza en términos absolutos?

Ganancia 0.30 0.25 0.20 0.15 0.10 0.05
P(X=x;) 0.20 0.20 0.30 0.15 0.10 0.05
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Teorema de Tchebycheff

Sea X una variable aleatoria con media pn y desviacion tipica o. La
desigualdad de Tchebycheff nos va a poner de relieve la importancia de
la desviacion tipica como medida de dispersion.

TEOREMA DE TCHEBYCHEFF: La probabilidad de que la variable X tome valores cuyas
desviaciones respecto a p sean mayores que k veces la desviacion tipica es menor o igual a 1/k2.

P(|X—,u|>k0')£klz<:>P(,u—kO'£XS,u—kO')Zl—kl2

fx)

X v.a continua

Ejercicio: Interpretar la desigualdad
de Tchebycheff para k=2 y k=3.

X EEIl 21




Estadistica Empresarial




Introduccion

En el tema anterior hemos estudiado, en téerminos generales, las
variables aleatorias, tanto discretas como continuas. Ahora vamos a
describir una serie de variables aleatorias discretas con unas
distribuciones de probabilidad especificas, que ocurren con cierta
frecuencia en el mundo real.

Daremos las condiciones bajo las cuales se presentan esas
distribuciones especificas, y llegaremos a obtener algunas caracteristicas
de ellas, como la media y la varianza.

En general, una distribucion de probabilidad esta caracterizada por
una o mas cantidades que reciben el nombre de parametros de la
distribucion, y como el parametro puede tomar valores en un conjunto
dado, entonces se obtendra una familia de distribuciones de probabilidad,
que tendran la misma funcion de probabilidad.
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Distribucion de Bernouilli

Se denomina prueba de Bernouilli al experimento que solo tiene dos

resultados posibles: “éxito” o “fracaso”, segun sea el suceso de nuestro
interés.

Ejemplos: Al lanzar una moneda, salir cara o cruz; al lanzar un dado, que salga
6 0 no; que un articulo esté defectuoso o no, etc.

Al realizar la prueba, puede ocurrir el suceso A (“éxito”), con una
probabilidad p, o A (“fracaso”), con una probabilidad q.

NOTA: q=1-p, al ser Ay A dos sucesos complementarios.

X = “Numero de éxitos (A) en una prueba de Bernouilli”. > X =

—

X~b(p)| R,={01}

0 siocurre el suceso A
1 siocurre el suceso A

Funcion de probabilidad

X, 0 1

P(X=x;) 1-p p

PX=k)=p“.(1-p)* k=0,1

EEIl 24




Caracteristicas:

% SoOlo depende del parametro p.
« E[X]=p E(X)=0.P(X=0)+1.P(X=1)=0.q+1.p=p
& V (X)=p.q

Var(X)=E(X-p)’'=0-p)’.P(X=0)+(1-p).P(X=1)=
=p.q+q.p=pq.(p+tq=pq

& Funcion generatriz de momentos: ~ | i Sirven para
| obtener
G, (1)= D e"P(X =x,)=e"P(X =0)+e"'P(X =1)=q+ p.e' | momentos
=01 + de distinto
o o '\ orden,
% Funcion caracteristica: ! necesarios
. . . ; |1 paraotro
$.(1)= D e P(X =x)=e""P(X =0)+e"'P(X =1)=g+ p.e” | tipode
x;=0,1 » medidas.

domicilio la probabilidad de conseguir una venta es 0'4. Si definimos la variable X
como una variable de Bernouilli, obtener:

(a) La media y la varianza de la distribucion.

(b) La probabilidad de que si hace una visita a domicilio, consiga una venta. N



Distribucion Binomial

Se trata de uno de los modelos probabilisticos mas importantes dada
su amplia aplicabilidad a muchas situaciones en las que podemos
enfrentarnos en la realidad.

Partimos de la realizacion sucesiva de n pruebas independientes de
Bernouilli, con parametro p, y definimos la variable aleatoria siguiente:

Ejemplos: N° de caras o cruces
obtenidas al lanzar una moneda
un n° de veces, n° de articulos

X = “Numero de éxitos (A) en n pruebas de Bernouilli”.

X~B(n,p) R, =1{0,1,2,3,...,n} defectuosos de un determinado
lote, etc.
Funcion de probabilidad La probabilidad de obtener k éxitos en

n pruebas se obtiene a traves del
P(X =)= n .pk.(l—p)"'k con k=0123,..n producto de -pqu“'k por el nimero de
k ordenes  distintos que  puedan

_ establecerse, que son el nimero de
Nota: Dadas X; ~b(p), 1 =1, ..., n, entonces: | combinaciones de n tomadas de k en k.

X+ X, +...+ X, ~B (n,p). EEIl 26



Ejercicio: Comprobar que la funcion anterior es de probabilidad.
Caracteristicas:

& Depende de los parametros ny p.

‘.E[X:I:n.p :EX:EMX.:nEX.:n _ %
¢ V(X)=n.p.q “m B (Z‘ ) Z‘ (X ;P n*p

Var(X)=E [(X - np)? |= E|(X, + Xa ...+ X, -1D)* |= E[[(X,- D) + (X2 - D) + ooro + (Xo - D) | =
=E[(X;-P)’ +(X2-P)’ + e T (Xa-D) + 2 (Xi-D) . (X;-D)] =

i#]

:E[(Xl-p)z]-l-E[(Xz—p)2]+....+E[(Xn-p)2]+zE [(Xi-P)-(Xj-P)]:

i#]

=YE(Xi-p)' =), V(X;)=Xp.q=n.p.q
i=1 i=1 i=1

% Funcion generatriz de momentos:
G(t): E (etX):E (et'(X’+X2+""+X”)): E (etXl.etXZ. .etX”): E(etX’).E (etXZ)...... E (etX”)Z
=(q+te'p)(qte p)....=(q+ep)

& Funcién caracteristica: ¢(t)=(q+e''p)" EE Il 27




Para facilitar los calculos, se han tabulado los valores de la funcion de
probabilidad de una distribucién binomial, para distintos valores de ny p.

Ejercicio: Dada una variable aleatoria X ~ B (n,p), definimos la variable Y = X / n,
gue indica la “proporcion de éxitos obtenidos en las n pruebas”. Obtener la media
y la variable de esta variable Y.

Ejemplo: Algunos economistas han propuesto que haya un control de salarios y
precios para combatir la inflacion, pero otros consideran que esos controles no
son efectivos porque tratan los efectos y no las causas de la inflacion. Una
reciente encuesta indica que el 40% de los espafioles adultos estan a favor de un
control de precios y salarios. Si se seleccionan 5 adultos aleatoriamente:

(a) ¢,Cual es la probabilidad de que ninguno esté a favor de dicho control?

(b) ¢ Cuadl es la probabilidad de que como maximo 3 estén a favor del control de
precios y salarios?

(c) Por término medio, ¢ cuantos estaran a favor del control de precios y salarios?
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Distribucidon geometrica

Partiendo de la realizacion de una serie de pruebas de Bernouilli
independientes de parametro p, definimos:

X = “Numero de pruebas realizadas hasta obtener el primer éxito (A)” .

X~G(p) RX — {1,2,3,.“} Funcion de probabilidad

PX=k=q¢""p con k=123,..

Caracteristicas:

Ejemplos: Numero de lanzamientos
de un dado hasta obtener un 6,

& Depende exclusivamente del parametro p.  mumero de articulos analizados
., ] hasta obtener uno defectuoso, etc.
% Funcion generatriz de momentos:

0 0 t
_ X\ _ x x-1 _ 2 3 2 _ _ Pe
G(’«‘)—E(et )_Zet .p-q =epte'pgtepgq +---_p€t-2(etqy_ I-g¢
x=1 x=0 ~qe
. .. pe" Nota: La serie i(e’q)‘ converge
% Funcion caracteristica: ¢(t)= — | si la razon et.q < 1 2
I-qe" : EE Il




% Media: G'(1)= — E(X)= G(O)—]
( qe)z p
& Varianza:
+
Gn(t) pe ( qe) — E(XZ):GH 2q
(1-qe7
1+ 1
Var(X):E(Xz)'Mzz 2q' 2: qz
p p P

Ejemplo: En una auditoria interna sobre las facturas expedidas por una
empresa, se considera que habra que realizar una investigacion mas
exhaustiva desde el momento en que se encuentre una factura con algun
error. Por auditorias anteriores, se estima que la probabilidad de que una
factura tenga algun error es del 7% ¢ Cual es la probabilidad de que se
encuentre una factura con errores en la décima extraccion?.
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Distribucion Binomial Negativa

Este modelo consiste en la generalizacion del modelo geométrico
para la ocurrencia de r éxitos. Es decir, se van a ir realizando pruebas
independientes de Bernouilli con parametro p hasta que se produzcan r
exitos.

X =“Numero de pruebas realizadas hasta obtener el r-ésimo éxito (A)” .

X~BN@p)| R,={rr+lLr+2,..}

Funcion de probabilidad —, PX=k)= (
r—1

jpr.q’” con k=r,r+1,r+2,...

Caracteristicas:

t

& Funcioén generatriz de momentos:

& Funcion caracteristica: d)(t):( pe' J
I-ae’) EENl 31

l—qe

& Depende de los parametros r y p. N
G(t)Z[ pe j




_

—

|

% Media:

G'(t)= r(

pel pel

- EX)=G'(0)=r|
ae) iy =00

& Varianza:

2 2 _ 17 2 + .
Var(X)=E(X) -1’ =G"(0)-p’=—F—-—=—
p p P

Ejemplo: En un departamento de control de calidad de una empresa
dedicada a la fabricacion de teléfonos inalambricos se inspeccionan las

unidades terminadas.

Se piensa que

la proporcion de unidades

defectuosas es 0,05. ¢ Cual es la probabilidad de que la vigésima unidad
Inspeccionada sea la segunda que se encuentre con defectos?
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Distribucion de Poisson

Previamente al desarrollo de este modelo, es preciso estudiar lo que se
conoce como proceso de Poisson. Consideremos un experimento
consistente en observar sucesos discretos en un intervalo continuo,
caracterizado por:

& Estabilidad: Genera, a largo plazo, un numero medio de sucesos constante en
el intervalo considerado (normalmente la unidad de tiempo, si bien puede tomar
otras referencias, espaciales, regionales, etc...).

% Se puede elegir un intervalo, de amplitud a, lo suficientemente pequeho que
verifique:

La probabilidad de que se de exactamente un suceso en ese intervalo de
aproximadamente A.a.

La probabilidad de que se observen mas de una ocurrencia en el intervalo
es aproximadamente 0.

% Los sucesos son estadisticamente independientes, es decir, las ocurrencias en
un intervalo no influyen sobre cualquier otro intervalo disjunto del anterior y de
igual longitud.
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Ejemplos:

& Estudio del niumero de aviones que llegan a un aeropuerto de una zona
turistica en una unidad de tiempo (por hora, dia, ...).

- Durante la primera semana del mes aterrizan una media de 7
aviones por hora, pudiendo fijarse un intervalo temporal (dos minutos, por
ejemplo) en el que la probabilidad de que aterrice s6lo un avion es
7*(1/30), mientras que la probabilidad de que lo hagan 2 6 mas aviones
es practicamente nula.

- El hecho de que entre las 10 y las 11 horas de un dia cualquiera
aterricen 12 aviones no afecta estadisticamente en el niumero de aviones
gue aterrizaran en cualquier otro intervalo horario.

¢ Numero de llamadas por hora recibidas en una centralita, nUmero de
accidentados en un fin de semana, numero de averias de ordenadores en
una empresa por dia,...
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Observando un proceso de Poisson en el que se da un numero medio A.t de
ocurrencias en una unidad de tiempo t, definimos:

X = “Numero de ocurrencias de un suceso en un periodo de tiempo t” . X~P(At)
R, =10,12,.}
L4 & a4 a . a &  Dividimos el intervalo de amplitud t en n
| } } : : : | subintervalos de amplitud a=t/n,
X, Xy ceeereeeinnns X1 X, suficientemente pequefios, como para acoplarse

A

» a las caracteristicas del proceso de Poisson.

X; = “Numero de ocurrencias del suceso en en intervalo i-ésimo” ~b(A.a) | P(X =1)=2A.a

P(X=0)=1-%a

Silas v.a. X son independientes entre si= Y = ZX .~ B(n,L.a)

i=1

P(Y=k)=(ZJ(/1a)k.(]—ﬂa)"'k Ccon k=0,1,2...

P(YZK)Z(HJ(MT.(I— mj“‘k:(,z.t)k n(n-l)(n-2)....(n—k+1)(1_ Mjn'k RN R
k

n

n k! n" n k!
Mt \‘P(sz)= /1"8_1 Ccon k=0.1.2.. A: p" medio de ocurr.encias en
X~P(A) k! un intervalo de amplitud t.
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Caracteristicas:

& Depende exclusivamente del parametro A.
% Funcion generatriz de momentos: G(t) = e%(et—l)é
% Funcion caracteristica:

o(t) =MD
¢ Media:  G'p)="1) 1= EX)=G'(0)=1
G'W=Ae . (A +1)

Var(X)=E (X*)- 1/ =G"(0)- 1’ = A(A+1)- 1= A

4 Varianza:

% Aproximacion de la distribucion de Poisson a la binomial:

Sea X una variable aleatoria B(n,p). Si n es grande y n.p tiene un tamarnio moderado, esta
distribucion puede aproximarse bien por una distribucion P(A=n.p).

Ejemplo: El numero de clientes que llega a un banco es una variable
aleatoria de Poisson. Si el numero promedio es de 120 clientes por hora,
¢cual es la probabilidad de que en un minuto lleguen por lo menos tres
clientes?
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Distribucion Hipergeomeétrica

Consideremos una poblacion finita de tamano N compuesta por
individuos que poseen la caracteristica A, o bien la caracteristica A" (A 'y
A’ son antagonicas). Sea M el numero de individuos de esta poblacion
que tienen la caracteristica A, y M" los que poseen la A".

y q:M"
N

POBLACION (N individuos) — {M* individuos de la clase A" p=

M individuos de la clase A M
N

A continuacion se extrae una muestra aleatoria de n elementos, sin
reponer los individuos ya extraidos, por lo que p variara de una extraccion
a otra (esto es la principal diferencia que existe frente a la binomial).

X = “Numero de elementos de la clase A en la muestra” .

X~H(N,n,p) (M ( Mj [N.pj'(N.q]
k) \n-k/)_\ k) \n-k

J— —_— * . N N
Ry ={max{0,n—M },.,min{M,n}} nj ( j EE Il 37




Caracteristicas:

% Depende de tres parametros, que son N, ny p.

¢ Media: (Mj [ M*j M M [M-]] (MJ
i) ok k(M -k)! (n-k)! (M -(n-k))! k-1) \n-k) _

E(X)=Zk:k N =§k N =M.§ N
( j n!.(N-n)! ( j

M) ()

M- N(N-]j > (N-]j "ep |
% Varianza: “An-d n-1 Suma de las probabilidades de
] - la distribucion de probabilidad
n.M.M N-n N-n de una H(N-1,n-1,p), con M-1.
VﬂI’(X) = > ] = p.q
N N-1 N-1

Ejemplo: Un fabricante de automdviles compra los motores a una compaiiia
donde se fabrican bajo estrictas especificaciones. El fabricante recibe un lote de
40 motores. Su plan para aceptar el lote consiste en seleccionar ocho de forma
aleatoria y someterlos a prueba. Si encuentra que ningln motor presenta serios
defectos, acepta el lote; de otra forma, lo rechaza. Si el lote contiene dos motores
con serios defectos, ¢ cual es la probabilidad de que sea aceptado?
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Cuadro Resumen

Distribuciones de probabilidad discretas mas notables

Variable Definicion Parametros F.de Media | Varianza
probabilidad
Bernouilli Numero de éxitos (A) en p, q=1-p . " o) q
una prueba de Bernouilli. PX=k)=p .( ]'P)I
Binomial Numero de éxitos (A) en P n ] np npq
n pruebas de Bernouilli. P (X=k)=[kj'pk'(1 -pJ"
Geométrica Numero de pruebas P . 1 q
realizadas hasta obtener PX=kj=q p R 2
el primer éxito (A). p p
Binomial Negativa | Nimero de pruebas r,p 1 7 rq
realizadas hasta obtener P(X=k)=( ] rqd 2
el r-ésimo éxito (A). r—1 pP p
Poisson Nimero de ocurrencias A 2 A A
de un suceso en un P(X=k)=—'e_ﬂ
periodo de tiempo t. K
. PP , M\ ( M) (Np\(N.q
Hipergeométrica Numero de elementos de N n P [ k][ k] [k ][ Jon.p N-n
oy P =k= et = & ) n.p.q.
la clase A en la muestra. (N] (N] N-1
EE Il 39




Estadistica Empresarial




Introduccion

Al igual que ocurre con la modelizacion de variables aleatorias
discretas, existen ciertas caracteristicas de las variables aleatorias
continuas que tienden a repetirse con relativa frecuencia, por lo que se
puede definir un modelo tedrico que se ajuste a ellas.

Asi pues, estudiaremos diversas familias de distribuciones
continuas, que dependeran de una serie de parametros en cada caso; y
llegaremos a obtener algunas caracteristicas de ellas, como la media y la
varianza.

Algunas de las distribuciones que estudiaremos a continuacion son
modelos cuya importancia reside en su aplicacion a diversos casos
planteados por la Inferencia Estadistica, que seran estudiados
posteriormente.
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Distribucion Uniforme

Esta variable es la mas sencilla de las distribuciones continuas y surge
al considerar una variable aleatoria que toma valores equiprobables en un

intervalo finito, de manera que la probabilidad de que la variable tome un
valor en cada subintervalo de la misma longitud es la misma.

X ~ U (a,b)

R, =(a,b)

Funcion de densidad: Es constante a lo largo de (a,b).

J()=1

(0

, X<a

Sfix}

F{x)

Funcion de distribucion

F(x)=1

(0

, Xx<a

X-d

b-a
1

Ca<x<b

. x>b

4—

X
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Caracteristicas:

% Depende de los limites del rango de la variable, ay b.
¢ Media: y ! I b°-4° b+a

EX)= J‘xf(x)dx=b_aj‘xdx=b_a 5 5

—00 a

¢ Varianza:

& Funcién generatriz de momentos:

. ‘ticg: |0 =E( ) ="
& Funcién caracteristica: [¢()=E(e™) it.(b-a)

Var(X)=E(X - )2 =E(x2) - p?

© b 3.3 _ 2 2 2 2
E(x2)=jx2f<x>dx= I [x*dx= I b’-a”_(b-a)(b"*+ab+a®) b +ab+a
b-a* b-a 3 3(b-a) 3

-0

b2+ab+a2 (b+a)? (b-a)?

Var(X) = 3 4 T

j N ettt
G(t)=E(e™) b2

itb ita

NOTA: En el campo de la inferencia estadistica, la distribuciéon uniforme se utiliza para
generar numeros aleatorios que permitiran seleccionar los individuos que formaran las
muestras aleatorias. EEIl 43



Ejemplo: Una maquina para llenar botellas de agua llena entre 500 y
1500 botellas en una hora, de manera equiprobable para todos los
posibles valores dentro del intervalo. Se pide:

(a) Obtener las funciones de densidad y de distribucion del numero de
botellas a llenar en una hora.

(b) Calcular la media y la varianza de la distribucion.

(c) ¢ Cual es la probabilidad de que se llenen entre 750 y 1000 botellas en
una determinada hora?
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Distribucion Normal

La distribucion normal es indudablemente la mas importante y la de
mayor uso de todas las distribuciones de probabilidad continuas y, en
general, de todas las usadas en Estadistica. Las principales razones de
SU USO son:

& Existen numerosas variables continuas directamente observables de la
realidad que siguen una distribucidn normal o aproximadamente
normal. El peso, la altura y el coeficiente de inteligencia son ejemplos de
variables aleatorias aproximadamente normales.

& La distribucidn normal es una excelente aproximacion de otras
distribuciones, tanto discretas como continuas, hecho que queda avalado
por el Teorema Central del Limite.

& La distribucion muestral de algunos de los mas importantes
estadisticos muestrales, tales como la media o la proporcion muestral,
tienden aproximadamente a una distribucion normal, si el tamano de la
muestra es lo suficientemente grande.
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— — — — —
X~N(wo),-8<pu<8,oc>0. e
R = (—00,+00) o
Funcion de densidad /
o e
f(x)= o 2 e~ ° ,X€(—0,+0) .
Funcién de distribucién #o |
e
F(t)_m_[oe " dx ,—00<t< 400

Para simplificar los calculos probabilisticos a

realizar con cualquier N(WL,G), es necesario
definir la distribucion normal

estandarizada Z = N(0,1).
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DISTRIBUCION NORMAL ESTANDARIZADA O TIPIFICADA:

X ~N (0,1 f(2)
N (0D % — (399
WATE

Funcion de densidad

R / 0,242
2T

\

 Simétrica respecto al eje Y (z = 0)
* Asintota horizontal: y = 0.
* Creciente para z < o y decreciente para z > 0.

* Méximo: (0, 1/N\2n). /’7
* Puntos de inflexion paraz=-1y z=1.
Funcion de distribucion ’]Z
t  z /
0 z

F(t):\/;—Tc v“6_2(12 , —o0<t< 40
— EE Il 47

f(z) =




——— | —— | ——— ———

Caracteristicas:

% No depende de ningun parametro, alseruy=0y o =1.
% Funcion generatriz de momentos:

GO=E(")= [ " N

+o0 _(z=t)” - - L
= Ie 2 e2dz= e 2 Ie 2 dz= e 2
o0

] t \m haciendo z—t=u
& Media: G'(t)=t.e?

=E(Z)=G'(0)=0

& Varianza: G"(t)=(1+1¢>). etz
o, =E[(Z-0)1=E[Z}]=G" (0)=1
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% La variable Z ~ N (0,1) se encuentra tabulada.

F(Zl—a) = P(Z < Zl—a) =]—0l| Nota: Al ser simétrica, se verifica que: Zi-o =~ Za

Ejemplo: Dada Z ~N (0,1), calcular:

(a) Probabilidad de que Z sea menor que 1'23.

(b) Probabilidad de que Z sea mayor que 1'23.

(c) Probabilidad de que Z esté entre — 0’41y 1'23.

d) Valor de la variable Z que deja a su izquierda una probabilidad igual a 0’8212,

DISTRIBUCION NORMAL GENERALIZADA:

X~N(uwo),-0o<p<ow,c>0.

La obtencion de probabilidades para una distribucion normal generalizada
requiere una transformacion de la variable para estandarizarla, lo que se conoce
como tipificacion.

: X-u
- 1)S1 X~N(u,o0) entonces Z= ~N (0,1
x M=Z<:>X=c5.Z+M ,() (W.0) G ©,1)

)

(2)S1 Z~N(0,1) entonces X=cZ+u~N(U,0G) [EEI 49




— —

1) Partimos dequeZZX_“ y zeR
c

FZ(Z)—P(ZSZ)—P(X-MSZ)—P(XSGZ‘FM)—FX(GZ‘FM)
o)

Derivando :
1

Z)—0O OCZ+ =0 —F7——
fz() fX( H) Gme2

Gztu-u

2
4

J= L oo z=2"F N0y

2T o

Ejemplo: A continuacion se representan distribuciones normales con diferente
media e igual desviacion tipica, asi como distribuciones normales con idéntica

media y diferente desviacion tipica.

)

0,34
0,285 T

021

0.1+

)
05
“04
03

02

0
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Caracteristicas:

& Depende exclusivamente de los parametros py c.
% Funcion generatriz de momentos: » »
oot oot”

Gx()=Gozn()=e". G, (o) =e" e 2 ="

Nota: " Sea X una variable aleatoria con funcion generatriz G (1) y definimos la variable Y = a+ b.X,
es demostrable que G, (1) = e . G, (b.t) "

% Media: M=E[X]=E[c.Z+pu]=cE[Z]tpu=0c.0+p=p
¢ Varianza: Var(X)=Var(cZ+p)=¢".Var(Z)=¢"

& El siguiente teorema permite establecer como se comporta una
variable obtenida mediante una combinacion lineal de variables normales.

Sean X; ~ N( I, 6;), i = 1,..., n, variables aleatorias independientes y sean b, eM-{0} ,i=1,..n y

aeM. Entonces: n n n
X=Y(a+bX)~N|Y @+bu), Y b’
i=1 o1

i=1

& APROXIMACION: X ~B(n, p)?X ~N (n.p, /npq)

5np>40nq>4 EEIl 51



Ejemplo 1: El peso en kilos de las cajas de tomates preparadas en un
almacén de empaquetados sigue una N (10,0’5), admitiéndose solo las
cajas con peso comprendido entre 9'5y 11 kilos.

(a) ¢ Cual es la probabilidad de rechazar una caja?

(b) Cuanto debe pesar una caja de tomates para que el 60 % de las
preparadas pesen mas que ella?

Ejemplo 2: Se sabe que el 20 % de los pacientes que atiende un oculista
no tiene miopia. Si se eligen 25 pacientes al azar, ¢cual es la
probabilidad de que como maximo 10 no tengan miopia?
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Aproximaciones

Normal
np >4 p<1/2 (U, G)
§
ng >4 p>1/2 A2 10

Binomial Poisson
(Hs p) =50 (}L‘)

A p<0,]
np<>5

N> 50

A .
N_O’l

Hipcrgeométrica
(N, n, p)
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Modelos derivados de la Normal

La Inferencia Estadistica se basa en el uso de los denominados
estadisticos, que se obtienen mediante funciones de variables aleatorias
normalmente distribuidas que caracterizan a la poblacion en estudio.

En muchas ocasiones, es posible obtener la distribucion de estos
estadisticos apoyandonos en las distribuciones de las variables en que
se basan. Por esta razon, desarrollaremos a continuacion algunos
modelos de distribuciones para variables aleatorias continuas que son
funcidn de variables aleatorias normales.

TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE:

Sean X, X,, ..., X, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, con
media p y desviacion tipica o, entonces, para Y = X, + X, +... + X se verifica que:

Y -E[Y] X +X,+...+X, —n X -
— -4 N(0,1 Portanto, 12T TARTHR_ATH N
T(Y) (0,1) or tanto oo G/& (0,1)
Ejemplo: Supongamos que se lanza un dado 100 veces. Estimar la probabilidad
de que la suma de los resultados obtenidos sea al menos de 360. EE Il 54



Distribucion Chi-cuadrado de Pearson

Sean Z,, Z,, ..., Z, variables aleatorias independientes, igualmente
distribuidas segun una N(O, 1) entonces diremos que:
X = ZZ“XH

es decir, que sigue una dlstrlbucwn Chi-cuadrado con n grados de
libertad.

n 7 2 . n . 7
APLICACION: Si §” = Z(Xinx) yS = Z(;li() entonces n
i=1 i=1 -

Caracteristicas:

% Depende exclusivamente de n, que son los grados de libertad.
* Ry=R"
% Presenta una asimetria positiva (a la derecha) para valores intermedios
de n.
& Media: E[X] =
¢ Varianza: V(X) = 2n
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& La representacion grafica de la funcion de densidad depende del
numero de variables que componen la y?, es decir, de n. Algunos casos
son:

Fix)
. 0,15 —
fx)
{2 — 3 = =&
: e EX) =8 n=3
F(X)=4 n=4
| -
% 0,05 -
L1 1 I R R N O
08 16 24 32 40 48 56 64 72 B0 88 96 104 { ' ' ' ' ' ] ' ' ' l |

16 32 48 64 8.0 96 11,212814416017,619221.6

% Aplicando el Teorema Central del Limite, cuando n es
suficientemente grande, se puede aproximar a una normail:

X ~y2—=2 5 X ~N( 2n-1,1)
& Se encuentra tabulada para los distintos valores de n < 40, de forma
que:

POty < Yi1o) = 1- 0

Ejemplo: Dada una variable X ~ y,,2, calcular P (y,,2 <4'57) y x tal que
P (71,° =x) = 0'95. EEIl 56




Distribucion t de Student

Sean Z ~ N (0,1), Y ~ 42, dos variables aleatorias independientes, la
variable aleatoria definida como: Z

X =

% n

diremos que se distribuye como una t de Student con n grados de
libertad.

ZZ
APLICACION: t,= . = y _

Caracteristicas:

0 también: X —H

S/ /f "

Q

& Depende exclusivamente de los grados de libertad, n.
& R,=%R

& Media:E[t]=0 )
& Varianza: Sélo existe paran > 2,y vale: V()= —
& Se encuentra tabulada segun los distintos valores de n, de manera

que. P(t,< tn;l-a) =1-0| Nota: Al ser simétrica, se verifica que: tn;l-a = ~tn;a Eg| 57




& La representacion grafica de la funcion de densidad es bastante
parecida a la de la normal estandar, aunque menos apuntada
(platicurtica).

K1)
0,4
0.3+
02}

0,1

e
FIRTTT

Ejemplo: Calcular:
(a) P (t,; £3'169)
(b) t1009

©) 1004
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Distribucion F de Snedecor

Sean dos variables aleatorias U~xf11 y V-~ xﬁz independientes,
entonces se dice que la variable X definida como:

se distribuye segun una F de Snedecor con grados de libertad n, y n,.

2

p () 2 2
APLICACION:  F,.,,= 5 = S—; o también F =1

I

2
n. %2 G,

Caracteristicas:

% Depende de los parametros n, y n,, que son los grados de libertad.

& Ry=R"

& Para valores pequenos de n, y n, presenta una asimetria positiva.

& Si se altera el orden de n, y n,, se invierte la variable. EEIl 59



& La representacion grafica de la funcion de densidad es bastante similar
a la de la Chi-cuadrado, tal y como se muestra a continuacion:
flx)

1,0 (1, 1)
— (10, =)

€10, 50)

0,8

0.6 ~——{10,10)

—(10, 4)
04

0,2

| L
0 1.0 2,0 3.0 4,0

& Media: Existe sélo sin,> 2, y su valor es: E(X)=

n;
n,—2

& Varianza: Existe soélo si n,> 4, y su valor es: V(X) = 21n5.(n1tn2—2)
2
n-(n2=2)".(n2=4)

2
X

& Se encuentra relacionada con la t de Student: =% =1 =
Ko Xn
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——— | —— | ——— ———

& Se encuentra tabulada para los distintos valores de n,y n,, de manera

que: 1
P (Fm,m < Fonyiloa ) —=]-q| Nota: Para otros valores, usar: Fy, ,,1-:0 = .
Ejemplo: Obtener: () P(F,,, < 2,91) (O)F ;4504 (€) F5go01
Distribuciones de probabilidad
continuas mas notables
Variable Parametros | Media Varianza
Uniforme a, b a+b (b—a)’
2 12
Normal U, G m o2
Chi-cuadrado N n 2n
t de Student n 0 n
n-2
F de Snedecor n,, N, I, 2n;-(mtn,—2)
=2 ni-(n2=2)". (n; — 4) EENl 61




Estadistica Empresarial




Introduccion

En gran cantidad de fenbmenos de la vida real hay que analizar varios
caracteres a la vez, ya sean discretos o continuos, por lo que es
necesario asociarle una variable aleatoria multidimensional.

Por ello, vamos a estudiar algunos ejemplos de familias de
distribuciones de probabilidad multivariantes, concretamente, Ia
distribuciéon multinomial y la distribucion normal multivariante.
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Distribucion multinomial

Es la generalizacion de la distribucion binomial al caso n-
dimensional, es decir, cuando en cada prueba de Bernouilli se
consideran k sucesos excluyentes A,, A,, ...... , A, asociados a un
experimento, con probabilidades p,, p,, -y Py, Siendo > p, =1

i=1

Consideramos k variables aleatorias X,, X, ..., X,, de manera que:

X;: “Numero de veces que se presenta el suceso A, al realizar n pruebas independientes”

X: “Numero de veces que se presentan los sucesos A, A,, ..., A, al realizar n pruebas independientes”

X~M@py,.op)| Ry={(X,X,,.,X,)E {0,1,...,n}" /X, +X,+..+X, =n}

Funcion de probabilidad

n! X1 X2 Xk
' Py Py - Py

Xl! ..... Xk

P(Xi= X1 e Xk = x0) =
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Caracteristicas:

& Depende del numero de pruebas independientes ny de p,, ..., Py
& Funcidén generatriz de momentos:

G(tit-- ti) = (pe" T pre” te. Tpet)’
% Funcion de probabilidad de las distribuciones marginales:
P(X, =x,)= (z jp?i (1-p P
& Medias y varianzas de las distribuciones marginales:
Uy, =D P, Ky, =0P, Ky TNPy
cx=0Pq o0x=0P,d, o =0D,q,

¢ Covarianzas: Cov(X;,X;)=-np,p,

. n-x; n
p;’ (p1 +p, .ot P TPy +"'+pk) i

X.

1

1

Ejemplo: Tres empresas controlan la totalidad de las ventas de paneles
solares en el mercado de Tenerife, de forma que la empresa A controla el
60 %, B el 30 % y C el 10 %. Si elegimos 4 compradores, ¢.cual sera la
distribucion de probabilidad de las posibles compras? EEIl 65




Distribucion multinormal

La distribucidn multinormal es una generalizacion al caso
multidimensional del modelo normal estudiado en los modelos
probabilisticos continuos unidimensionales. Estudiaremos el caso
bidimensional y el n-dimensional, obteniendo las distribuciones normal
bivariante y normal multivariante (o n-variante).

DISTRIBUCION NORMAL BIVARIANTE

X=( Xp Xz) ~ Nz(ua 2)

Una variable aleatoria bidimensional continua X, sigue una
distribucion normal bivariante, si su funcion de densidad viene dada

por: 1 1 X~ g X~ | Xo— Xy —1L g
1~ ) 17 27Ho || X2 5
1 2 (1_92)[( o1 J - p( o1 J( 02 J ( G2 J } ' O
_ d —
f(Xl,Xz) = 5 | : c siendo p 61203
anzH
EEIl 66



Para algunos valores del coeficiente de correlacion lineal p se obtiene
la siguiente representacion grafica de la funcion de densidad:

=08

N

y

A = e
2N .m\ s, e RGN E
e s
OO s = SN
OIS O
XA ,.0:0.00 :’q:o:o;::.' o o
e u‘ %
=3 733 —-3 35
Caracteristicas:

& Media: 1y =E[X]= ﬁ
2

2
& Matriz de varianzas-covarianzas: =, =v(x)=| ' °2
621 G2
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& Sila variables X, y X, son incorreladas, entonces son independientes.

& Las distribuciones marginales de una distribucion normal
bivariante son distribuciones normales univariantes.

X;~N@pp,0p) y X, ~N(y, 65)

Ejemplo: Sean X e Y las desviaciones horizontal y vertical (sobre un
plano), respectivamente, de la estacion espacial MIR respecto al punto de
aterrizaje de éste en el oceano Pacifico. Si X e Y son dos variables
aleatorias independientes cada una, con distribucion normal bivariante y
medias x, = u, = 0y varianzas iguales, ¢cual es la maxima desviacion
tipica permisible de X e Y, que cumpla con el requisito de la Agencia
Espacial Rusa de tener una probabilidad de 0,99 de que el vehiculo
aterrice a no mas de 500 millas del punto elegido, tanto en direccion
vertical como horizontal?
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DISTRIBUCION NORMAL n-VARIANTE:

X =(X;, Xp oo X,) ~ N, (11, T)

1 . 1 o1
£ (x) = Slewrafwtoa) 1 Sl oow)]

2 / 2(2m)> 3 2(2n)?

X
siendo x = [ f }, y A una matriz regular de orden n tal que A.A'=%

X

n

Caracteristicas:

Hy
¢ Media: u=| :
un O, (9P G,
(@) Gz o)
& Matriz de varianzas-covarianzas: *= ' 2n
Cu O O, EEIl 69



% Las distribuciones marginales de una distribucion normal

multivariante son distribuciones normales univariantes.

& Dada X~ N_(u, £), y B,,,,, una matriz cualquiera, entonces:
B.X~N_(B.u, B.Z.B’)

Ejemplo:. Para una seleccion de personal, se hace un examen a los
candidatos que consta de tres partes que se califican por separado, de
forma que las puntuaciones de cada una siguen aproximadamente una
distribucion normal multivariante con vector de medias y matriz de

covarianzas siguientes: 60 81 18 3
u=| 65 =18 64 3
20 3 3 8l

(a) Si se exige para aprobar cada parte por lo menos 50 puntos, ¢ Cual es
la probabilidad de aprobar cada parte?

(b) Si para aprobar el examen es suficiente obtener 50 puntos de media
entre las tres partes, ¢ qué probabilidad hay de aprobar?.
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Estadistica Empresarial




Inferencia Estadistica

ESTADISTICA

ESTADISTICA | INFERENCIA
— 1 PR BABILIDAD —> ,
DESCRIPTIVA —O=k — ESTADISTICA
Es la encargada de la recopilacion, | Es la herramienta | | Es la relacionada con el proceso
estudio, clasificacion e |  matematica utilizada por | = de utilizar datos procedentes de

interpretacion de un grupo de  :la  Estadistica  para | | un determinado subcolectivo o
datos, sin sacar conclusiones ¢ : = modelizar los fendmenos | | muestra, para tomar decisiones
inferencias para un grupo mayor. reales. para el grupo mas general del
que forman parte esos datos.

La Inferencia Estadistica se encargara de inferir o inducir
propiedades desconocidas de una poblacidn (parametros o tipo de

distribucion), a partir de la informacion proporcionada por una muestra.
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Para medir el grado de certeza de las conclusiones a las que se
llegue, se necesitara utilizar algunos conocimientos sobre los diferentes
modelos probabilisticos ya estudiados.

La Inferencia Estadistica puede clasificarse en funcion de su objetivo
y del tipo de informacion a utilizar:

Métodos paramétricos: Son aquellos en los que se supone que los
datos provienen de una distribucidn conocida, centrandose las

CLASIFICACION inferencias en sus parametros.
(segun su objetivo)

Métodos no paramétricos: Son aquellos en los que no se supone
conocida la distribucién poblacional, introduciéndose hipdtesis muy
generales respecto a ellas (continuidad, simetria, ...).

Inferencia Clasica: Se caracteriza porque los parametros son
considerados como valores fijos desconocidos, siendo la unica
CLASIFICACION informacion existente sobre ellos la contenida en la muestra.

(segun el tipo

: P Inferencia Bayesiana: En ella, los pardmetros son considerados como
de informacion)

variables aleatorias, permitiéndose introducir informacion “a priori”
sobre los mismos, ademas de la obtenida a partir de la muestra. - 44



Muchas veces interesa estimar alguna caracteristica, contrastar
alguna hipétesis o tomar alguna decision respecto a una poblacién con
un determinado modelo probabilistico; para ello, se procede utilizando la
informacioén obtenida a partir de la muestra.

Este planteamiento es de gran importancia en el mundo empresarial
y econdmico, campos en los que la toma de decisiones lleva asociado
un coste o beneficio determinado, y no _se puede contar con toda Ia
informacion existente debido a problemas de tiempo, monetarios, etc.

El esquema a seguir a partir de ahora es el siguiente:

INFERENCIA ESTADISTICA

MUESTREO + ESTIMACION + CONTRASTE DE HIPOTESIS
Puntual | | Porlntervalos| | Paramétrico | | Noparamétrico

______________ . de Confianza |

""""""""""" EEIl 74



Muestreo

CONCEPTOS:

Los conceptos fundamentales que debemos plantear al introducirnos
en la Inferencia Estadistica son:

Poblacién: Es cualquier coleccion finita o infinita de individuos o
elementos, que no tienen que ser necesariamente seres Vvivos.

Muestra: Es un subconjunto de Ila poblacién, elegido de forma
representativa.

A partir de ellos podemos definir:

Muestreo: Es el procedimiento mediante el cual se obtienen las
muestras a partir de la poblacion.

Tamano muestral: Se trata del numero de individuos que forman la
muestra, denotandose mediante n.
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CONVENIENCIA Y LIMITACIONES DEL MUESTREO:

Un censo completo de los elementos de una poblacién soélo sera
necesario en algunos casos concretos, ya que, en general, una buena
muestra puede suministrar informacion poblacional mas precisa y a un
coste muy inferior al del censo.

¢ Cuando conviene realizar un muestreo?
- Cuando la poblacién es demasiado grande.

- Cuando la poblacién es suficientemente homogénea desde cierto punto
de vista, careciendo de sentido examinar toda la poblacion.

¢ Cuales son las ventajas del muestreo?
- Economia: El coste de en el muestreo es inferior al de un censo.

- Calidad: Al considerar una muestra, se cuida mas la precision de cada
observacion asociada a cada elemento.

¢ Cuando no se aconseja realizar un muestreo?

- Cuando se necesite informacidon sobre todos los elementos de la
poblacion.

- Cuando la informacion deba extenderse a grupos o areas muy
pequenas de la poblacion. EEIl 76



Muestra aleatoria

Partiremos de una poblacion de tamano N de la que nos interesa
inferir alguna de sus caracteristicas o tomar alguna decision sobre la
misma. Para ello, recabaremos informacion sobre ella a través de una
muestra de tamano n.

(X;5 X,, -.s» X,,) = N Observaciones sucesivas e independientes de una variable X.

Muestra genérica: Si consideramos todos los posibles valores de la
muestra, sin particularizar ninguno, entonces (x,, X,, ..., X,) sera una
variable aleatoria n-dimensional, denominada muestra genérica.

Muestra especifica: Es la obtenida asignandole unos valores
particulares a la muestra genérica.

Muestra aleatoria: Se denominara asi cuando la forma de seleccionarla
permite conocer la distribuciéon de probabilidad de la muestra genérica.

Una muestra aleatoria puede ser tomada con reposicion (cada
elemento analizado se devuelve a la poblacién, luego cada extraccion
sera independiente de las anteriores) o sin_reposicion (los elementos
seleccionados no son devueltos, luego cada extraccion dependera de los
elementos seleccionados en las anteriores). EENl 77




Diseno del muestreo

Los disenos muestrales se plantean en funcion de las caracteristicas
de la poblacidén en estudio y a las pretensiones del mismo. Para evaluar
un diseno muestral nos basaremos en los siguientes criterios:

& Fiabilidad: El error del muestreo es la diferencia entre el valor del
estadistico obtenido mediante una muestra aleatoria y el valor del
parametro poblacional correspondiente. Se mide mediante la fiabilidad o
precision del muestreo, que esta relacionada con la varianza del
estadistico (a mayor varianza, menor fiabilidad).

& Efectividad: Viene asociada al costo del muestreo. Se considera que un
disefio es efectivo si permite obtener el mayor grado de fiabilidad con el
menor costo posible.

Se considera como estadistico a cualquier funcion obtenida a partir
de los datos de la muestra. Puede definirse como la variable aleatoria
unidimensional que es funcidn de la muestra genérica (X, X,, ..., X,).

Estadistico 2 g(x;, X5 <0y X)) EEIl 78



Los principales diseiios muestrales son:

1.- MUESTREO ALEATORIO SIMPLE: Es aquél en el que todas las
muestras de n elementos tienen la misma probabilidad de ser escogidas.
Por tanto, los elementos de la poblacidén tendran la misma probabilidad
de ser seleccionados para formar parte de la muestra.

2.- MUESTREO ALEATORIO ESTRATIFICADO: Se divide la poblacién
en k subpoblaciones o estratos, obtenidos incluyendo en cada uno de
ellos elementos parecidos entre si. De esta manera se obtendran estratos
homogeneos internamente pero con una gran heterogeneidad entre ellos.

Dentro de cada estrato se obtiene una muestra aleatoria simple, de
manera que, uniendo todas estas submuestras se obtiene la muestra.
m*=m,Um,U..um,
3.- MUESTREO POR CONGLOMERADOS: Se va a dividir la poblacién
en M conglomerados (que sean heterogéneos internamente), obteniendo
una muestra de m de ellos. Se analizan todos los elementos que los
componen.

* —
m*=C, uUC,u..uUC_ —_—



4.- MUESTREO BIETAPICO: Es una modificacion del anterior, en la que,
una vez seleccionados los conglomerados, se realiza un muestreo
aleatorio simple en cada uno de ellos.

* — b
m*=m uUm,uU..um_ con m cC,6Vi=1..m

5.- MUESTREO POLIETAPICO: Se trata de una generalizacién del
anterior que se realiza en k etapas, combinando muestreos por
conglomerados con muestreos aleatorios simples.

6.- MUESTREO BIFASICO: En este tipo de muestreo se toma una
muestra, de forma rapida, sencilla y poco costosa, a fin de que su
informacion sirva de base para la seleccion de otra mas pequena, relativa
a la caracteristica de estudio.

7.- MUESTREO POLIFASICO: Es una generalizacion del caso anterior
que se lleva a cabo en mas de dos fases.

8.- MUESTREO SISTEMATICO: Esta forma de muestreo se puede

emplear cuando los miembros de la poblacidén estan ordenados.

Consiste en seleccionar la muestra tomando valores cada k elementos.
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9.- MUESTREO DIRIGIDO: Suele ser de gran utilidad si el investigador
esta bien familiarizado con la poblacion y puede elegir de forma
coherente elementos representativos para integrarlos en la muestra.

En la practica, es frecuente el empleo de métodos mixtos y disenos
complejos, obtenidos como combinacion de los propuestos
anteriormente.

Ejemplos:

1.- Se quiere hacer un estudio sobre la poblacion formada por los
estudiantes de Empresariales, obteniendo informacion sobre:

(a) Opinion acerca de la LOU.
(b) Limpieza de los bafios del centro.
Indicar algunos tipos de muestreo que podrian llevarse a cabo.

2.- Se pretende realizar una investigacion sobre la opinion de los
habitantes de Tenerife sobre el conflicto bélico en Afganistan. Indicar

algun tipo de muestreo que podria realizarse.
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Distribuciones asociadas al muestreo

En la Inferencia Estadistica intervienen distribuciones diferenciadas
gue precisan ser explicadas:

& Distribucién poblacional: Se trata de la distribuciéon de probabilidad

que presenta la variable estudiada X para los individuos de la poblacion.

& Distribucion de

F(x)=P(X <x)

la muestra genérica: Es la distribucidon de

probabilidad de la variable aleatoria n-dimensional (x,, X,, ..., X)) (muestra

geneérica):

En el caso de una muestra aleatoria
simple, las variables X; son 1.1.d. que la X.

F(x,,X,,...,X, ) =F(x,).F(x,)..F(x,)

& Distribucion de la muestra especifica: Al tomar la muestra genérica

unos valores concretos, se obtiene la muestra especifica, que posee
una distribucion de frecuencias asociada (y no de probabilidad).

& Distribucién del estadistico: Es la distribucion de probabilidad de la

variable aleatoria unidimensional dada por el estadistico g(x;, X, ..., X,)).
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Estadisticos: caracteristicas y distribuciones

Supongamos que se ha extraido una muestra de n observaciones de
una poblacion con media p y varianza o? para la variable X.

Representaremos los elementos de la muestra por (X, X,,

..., X,,), donde

cada uno de los miembros X. tendra media p y varianza o?.

MEDIA MUESTRAL: x-Y%i .

i=1 n
— 1
E[X]|= { ZX} ZE[X]znu:u
"y 2 Zn:Xi—nu
V(X)=E(X-p)'=E (zn uj=E -

1
2
n

1
2

n i=

(Z(X )’ +Z(X -u) . (X;-p)

n

SE(X-n)= 5TV = LY e =
= n i= n iz

Se trata de una v.a. unidimensional, al ser funcion
de las variables aleatorias X,.

________________________________

=12E(Zn)(x u))= \
nto A Cov(X;X)) =0

i
:Z(ZE(X 1)+ S EL(X- 10-(X- u)]]
1 , |o?
— NG =

n
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En caso de poblaciones finitas de tamano N, la varianza de la media
muestral se vera afectada por un factor de correccion, obteniendo:

2 N Si el tamafio muestral n no es una fraccion muy pequeia del
V(X) = o - N tamafio poblacional N, no podremos asumir la independencia
n N-1 de los X.

Ejemplo: Sean 4 lotes A, B, C y D de 20 latas de atun, cada uno de los
cuales tiene 1, 3, 4 y 5 unidades defectuosas, respectivamente. Se eligen
al azar 2 de los 4 lotes. Calcular el numero medio muestral de unidades
defectuosas, obteniendo su media y su varianza.

1.- Distribucion de la media muestral de una poblaciéon normal.

X~N(wo)— Xi~Nwo),i=1,2,..,n

(A) Con varianza poblacional conocida:

————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

: n 2 |
'Si X;~N(u,o),entonces Xi~N(“,Gj Luego, X = i~N(n,“, Z(Gj ]N(H,Gj
| n n’ n ~ 1 n |S{n Jn )
T L L
Por lo tanto, se obtiene que: | 5 ~4~NOD
Ny EEIl 84




Ejemplo: Se tiene una maquina de llenado para vaciar 500 gramos de gofio en
una bolsa. Supdngase que la cantidad de gofio que se coloca en cada bolsa es
una variable aleatoria normalmente distribuida con media de 500 gramos y
desviacion tipica igual a 20 gramos. Para verificar que el peso promedio de cada
bolsa se mantiene en 500 gramos se toma una muestra aleatoria de 25 de éstas
en forma periddica y se pesa el contenido de cada bolsa. El gerente de la planta
ha decidido detener el proceso y encontrar el fallo cada vez que el valor promedio
de la muestra sea mayor de 510 gramos o menor de 490 gramos. Obtener la
probabilidad de detener el proceso.

(B) Con varianza poblacional desconocida:

. . L4 ° . 1 _ 7 \2
c 2 desconocida ::> Usaremos como aproximacion la cuasivarianza: §° = 12 (Xi-X)
n—1¢

Si X~N( Gj: (X—H)NN(O 3 Habra que determinar = = Jn.(X-p)
H ’\E K2 ’ la distribucion de: jﬂ | i(Xi_X)Z i(Xi'X)z
n i=1 i=1
> (X, - X =Y (X, ~u+u-X) Z[X )= (X =] = D[, - (K- -2 (X, - (X )]
=Y (X = rn (X=p) =2 (X =) Y (% - 1) =D (X, — ) +n(X = pf -2(X =) (X ~np)
- (Xi —pf +n(X-p) -2n(X-p)f = (X, -u)f -n(X-p) EEIl 85



Dividiendo ambos mlembros por la varianza o2, se obtiene que:

Sx-x) SR o e

i=1 — =l _ — Zz N
G2 G2 G2 ; 1 Xn-l
(X-p)’ Xy
Entonces: | nX-w) _  n(X-p) ¢ VA X
- (Xi-X)" (Xl X) Lx-X)Y L S-XY e
\/121: n-1 Z = (n-1)¢ n—l; G n-1 n-1
Por tanto: Xop_
S
/n

En el caso de que el tamano muestral n fuera lo suficientemente
grande, podria aplicarse el Teorema Centra de Limite y plantear que:

g’“ — Z~N(0,1)

/n
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Ejemplo: En un estudio publicado en el diario “El Pais”, se asegura que, para un
coche compacto particular, el consumo de gasolina en carretera es de 1 litro cada
15 kilometros. Una organizacion independiente de consumidores adquiere uno de
estos coches y lo somete a prueba con el proposito de verificar la cifra indicada
por el diario “El Pais”. El coche recorrié una distancia de 100 kilbmetros en 25
ocasiones. En cada recorrido se anot6 el nUmero de litros necesarios para realizar
el viaje. En los 25 ensayos, la cuasidesviacion tipica tom6 un valor de 1,5
kilbmetros por litro respectivamente. Si se supone que el numero de kilbmetros
gue se recorren por litro es una variable aleatoria distribuida normalmente, con
base en esta prueba, ¢cual es la probabilidad de que la media muestral sea
inferior a la poblacional?

2.- Diferencia de las medias muestrales de dos poblaciones
normales independientes.

Son dos variables aleatorias definidas
para dos poblaciones independientes.

X ~N 00 X;~ N (Hy, 03)
(A) Con varianzas poblacionales conocidas:

ni n2

X,~N ’&
’ (Mz @]J EE|l 87

X1~N(u1, 2 } o I
Sabemos que: I >|:> Xi-Xo*N| (¢y-15), S




e [
(Xi-X2)- (1) _ o
Por tanto: ol , o o
n  n:

Ejemplo: El Servicio Canario de Salud esta realizando un estudio sobre el
consumo de cigarrillos en la Provincia de Santa Cruz de Tenerife y en la Provincia
de Las Palmas de Gran Canaria. Por trabajos realizados anteriormente, conoce
que las varianzas poblacionales son, respectivamente, 100 y 64. En cuanto a los
consumos medios en ambas provincias, no los conoce por lo que toma dos
muestras de tamano 49 y 36. Dicha entidad piensa que el consumo medio de
cigarrillos en la Provincia de Santa Cruz de Tenerife es igual al de la Provincia de
Las Palmas de Gran Canaria ¢ Cual es la probabilidad de que el consumo medio
muestral en Santa Cruz de Tenerife supere al de Las Palmas de Gran Canaria?

(B) Con varianzas poblacionales desconocidas:

% Si las muestras son grandes (n > 30):
(iriz)‘(ﬂl'ﬂz)

=7
A2 A2
S, S
. - ni n»2
% Si las muestras son pequenas: -
(Xl‘Xz)'(ﬂl':u2)_

2 A2 T mtng-2

N

N EEIl 88



NOTA: En este segundo caso, las varianzas son estimadas con poca informacion, lo que les

confiere una relativamente baja fiabilidad. En el caso de que las varianzas poblacionales
fueran supuestamente iguales, el riesgo asumido no seria excesivo, ya que ambas
poblaciones estan dispersas de manera semejante. Pero si fueran distintas, los riesgos de
las inferencias que se pretenden realizar con este estadistico serian, cuando menos,

preocupantes.

Varianzas supuestamente iguales: Dado que las varianzas poblacionales se suponen
iguales, se considera que sus estimadores (cuasivarianzas) también lo deberan ser,
aunque, dada las aleatoriedad de las muestras, no es normal que ocurra, por lo que
sustituiremos las cuasivarianzas muestrales por una media ponderada de las mismas.

(ir}_(z)'(ﬂrﬂz):(iriz)‘(ﬂfﬂz)

~thnp-2

o (n-1).§+(na-1). 82
Sp~

siendo
nytny-2

Varianzas supuestamente distintas: En este caso, se intenta compensar el riesgo
asumido modificando la distribucion del estadistico, reduciendo los grados de libertad del
mismo mediante la Aproximacion de Welch.

(il‘iz)‘(ﬂfﬂz)

:tf

n  1n

siendo la Aproximacion de WELCH: f= ( -2

2 2
ni + n2

1’11+1 n2+1
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Ejemplo: El gerente de la refineria de CEPSA en Tenerife piensa modificar el
proceso para producir gasolina a partir de petrdleo crudo. El gerente hara la
modificacion solo si la gasolina promedio que se obtiene por este nuevo proceso
(expresada como porcentaje del crudo) aumenta su valor con respecto al proceso
en uso. Con base en un experimento de laboratorio y mediante el empleo de dos
muestras aleatorias de tamafio 12, una para cada proceso, presentando la
cantidad de gasolina del proceso en uso una cuasidesviacion tipica de 2,3,y para
el proceso propuesto, de 2,7. El gerente piensa que los resultados
proporcionados por los dos procesos son variables aleatorias independientes
normalmente distribuidas con varianzas iguales. ¢ Cual es la probabilidad de que
la cantidad de gasolina media muestral sea mayor para el nuevo proceso?

Ejemplo: La empresa Agroman desea estimar el niumero total de horas/hombre
perdidas debido a accidentes de sus obreros y técnicos en un mes determinado.
Por experiencia, sabe que la dispersion es distinta para esos dos tipos de
trabajadores, aunque no conoce las varianzas poblacionales, y considera que las
medias poblacionales coinciden. Para ello se tomd una muestra de 18 obreros y
10 técnicos.

Obreros | 8 0 6 | 7 9 18 24|16 | 0 | 4 | 5 2 0 (32 16 4 8 O

Técnicos 4 0 8 3 1 5 4 7 2 8

¢,Cual es la probabilidad de que el nimero medio muestral de horas/hombre
perdidas sea mayor en el caso de los obreros que para los técnicos? EEIl 90




VARIANZA MUESTRAL: ¢g’= rllz“: (Xi-X)’
i=1

S )=

[N ~—

ZI(XLX)ZJ =Ill Z(X —u—X+u)2j =111 Z[(X —u)—(X—u)]ZJ =
=Ill Z(Xi o +i(X—u)2 —2§(>§ —u)(X—u)} =111{2E(X ) +nBX-f -2 )(HZX -n ﬂ

:imun‘*_zE(x_u)n(x_u)}:incun"z_an(x_u)ﬂ rll{n02+n02—2n02} n[ncz n}

n n n n
2
::(52—6—
n
2(n-1)g"
V(SZ): ( )G

Distribucion de la varianza muestral:

X~N(wo)— Xi~Nwo),i=1,2,..,n

(X -X? Y (X -nf
n82:;< =X :;( .~ h) nuf
02 02 02 02 & i Xn—l
=1 EEIl 91




Ejemplo: Un proceso produce lotes de un producto quimico cuyos niveles
de concentracion de impurezas siguen una distribucion normal con
varianza 1'75. Se extrae una muestra aleatoria de 20 lotes. Hallar la
probabilidad de que la varianza muestral sea mayor que 3'10.

CUASIVARIANZA MUESTRAL: &= nl lzn: (X;-X)
-155
By=g| " 2] " gy n-l 5
&) (n-lsi) n-1 (%) n-1 n °© 0
2
Var(§®) = "
n-1

Distribucion de la cuasivarianza muestral:

X~N(wo)— Xi~Nwo),i=1,2,..,n

>Xi-X)
o (n-1).7 X - X)?
(n-1).§° (n-1) _iz_;( ) N o
2 - 2 - 2 ) Xna
o) c G o)
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Ejemplo: En un proceso de llenado de bolsas de café, se quiere estudiar la
variabilidad en la medicidén de su peso. Con base en la experiencia, se sabe que
dicha medicion es una variable aleatoria normalmente distribuida con media 1000
y cuasidesviacion tipica igual a 10 gramos. Si se toma una muestra aleatoria
procedente del proceso de manufactura de los instrumentos de tamano 25, ¢, cual
es la probabilidad de que el valor de la cuasivarianza muestral sea mayor de 14
unidades cuadradas?.

Distribucion del cociente de cuasivarianzas muestrales:

Son dos variables aleatorias definidas
para dos poblaciones independientes.

X ~N 00 X; ~ N (Hy, 03)

Sabemos que:

2 N (n1_1) Slz
(nl_l)SI Nxz (512
o1 el —> n, —1
’

~F ) )
A2 (ni-1),(n2-1)
(HZ'I)Sg 2 ? 2 2
2 anz'l G2
y,
o2 n, -1
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Ejemplo: Se quiere estudiar la variabilidad del numero de turistas que se alojan en
dos zonas distintas de la isla de Tenerife. Con base en la experiencia, se sabe
que el numero de turistas es una variable aleatoria normalmente distribuida, por lo
que se toman dos muestras aleatorias de tamafnos 8 y 7 respectivamente en las
zonas A y B. Sabiendo que para ambas zonas la varianza poblacional es la
misma, ¢ cual es la probabilidad de que la cuasivarianza muestral del numero de
turistas alojados en la zona A sea menor que la de la zona B?.

PROPORCION MUESTRAL: ¢ > X,

p="—="= \ Indica la proporcion de éxitos que
n n tienen lugar en la muestra de tamafio n.

X;~b (p),i=1, ..., n, independientes. | ~Z "

; (p),i=1, ..., n, independientes \X~B (n,p)

X "X 12 1
E(p )=E| — |=E “1=—YEX))=—np=
) (nj (Egnj L ZE()= np=p

, h 2 iXi-np 1 2 1

Var(p)=E(p-p) = (Z“Pj =E| = . T2 (Z(Xl p)j T (Z(Xl p) +Z(X1 p).(X;- p)]

I(EE(XI P +YE(Xi-p)-(X;- p)] iVar(Xi)ziznpq:an

n i#] n i=1

J o X imdenend EEIl 94
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1.- Distribucidon de la proporcion muestral cuando el tamano
muestral es grande:

Aplicando el Teorema Central del Limite: |p= 2 XN (p : pnqj

Ejemplo: Tenemos una muestra de 250 hoteles de la poblacion de hoteles de
cuatro estrellas en Canarias para estimar la proporcion de hoteles de este tipo
que tengan instalados paneles solares para agua caliente.. Supongamos que, de
hecho, el 30% de todos los hoteles de esta poblacion tiene instalados paneles
solares para agua caliente. Hallar la probabilidad de que la proporcion de hoteles
de la muestra con instalacion de paneles solares para agua caliente esté entre
0,25y 0,35.

2.- Distribucion de la diferencia de proporciones muestrales cuando
el tamano de las muestras es grande:

p1~N(p1, Pl-%] y p2~N£p2, p,-q, j@pl_pzNN[pl_pza\/plql+p2q2]

n n: Il1 Il2
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Ejemplo: Tenemos una muestra de 250 consumidores del area
metropolitana de Santa Cruz de Tenerife y 150 consumidores del sur de
la isla. Estudios anteriores indican que el porcentaje de consumidores del
area metropolitana de Santa Cruz que compra en grandes superficies es
del 80%, mientras que en el sur es del 60%. Hallar la probabilidad de que
la diferencia de proporciones de las muestras de consumidores oscile
entre 0,2y 0,25.
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Estadistica Empresarial

"""""""""""""""""""" Estimacion puntual y por intervalos

de confianza




Introduccion

El objetivo principal de la Inferencia Estadistica es inferir o inducir
propiedades desconocidas de una poblacion (parametros o tipo de
distribucion), a partir de la informacion proporcionada por una muestra.

Generalmente, nos encontramos ante caracteristicas o parametros de
la poblacion que son desconocidos, y que habra que estimarlos usando
la informacidon suministrada por una muestra representativa de Ia
poblacion.

De esta manera, habra que obtener estimadores, que seran
estadisticos aplicados a la determinacion de los parametros
poblacionales que se pretenden inferir. A las realizaciones especificas de
los estimadores (que, al ser estadisticos, seran v.a. que dependen de
los valores de la muestra) se les denomina estimaciones.

Se puede dividir la estimacidn en base a su precision, dando lugar a

la estimacion puntual y a la estimacion por intervalos de confianza.
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Estimacion Puntual

Supongamos que disponemos de una poblacién para la que una
variable aleatoria X se distribuye segun una determinada funcion de
distribucion F(x, 0,, 0,, ..., 6,), que depende de una serie de parametros.
Si estos parametros son desconocidos, habra que estimarlos, usando
para ello una muestra aleatoria.

La Estimaciéon Puntual consiste en determinar unos valores
numéricos que hagan el papel de los valores de (64, 0,, ..., 0,), para lo
cual utilizaremos funciones de los valores de la muestra g (X;, X,, ..., X))
(estadisticos) que denominaremos estimadores de los parametros.

Poblacién

F(x; 6)
Pardmetro
8
Estimacién puntual EEIl 99

Muestreo Espacio muestral R,

Estimador puntual
0=g(X,X,,....X,)

Estimacion puntual

0=g (X5 X550 X))




La estimacién puntual proporciona el valor numérico del parametro
a estimar, pero éste dependera de la muestra aleatoria que haya sido
seleccionada. Asi pues, considerando distintas muestras, se podria
producir diferencias en los valores estimados.

Poblacién leeéenles realizaciones
F[x: 8] cC una mgcstra
de tamafio n
Parametro

Distribucién muestral de é
f*@ £ )
f -
-
[N
! \\\ ’
¢ N
~.
D N

Pardmeiro poblacional

Al ser la extraccion de una muestra un fendmeno aleatorio, su
utilizacion para estimar una caracteristica poblacional puede conducir a
resultados errébneos. Por tanto, seria conveniente utilizar un
procedimiento que permita conocer el riesgo de cometer errores en cada
caso, como puede ser la Estimacion por Intervalos. EEIl 100



Propiedades de los Estimadores

Las propiedades que debe reunir un buen estimador son:

& SUFICIENCIA: Un estimador § sera suficiente para un parametro 6
cuando utiliza toda la informacién relevante contenida en la muestra
aleatoria con respecto a 0.

Ejemplo: Para X ~ N (u,0), p = X es un estimador suficiente para p.

¢ CONSISTENCIA: Un estimador 8 de un parametro 0 es consistente si
converge en probabilidad al valor de 6 cuando el tamafno muestral n
crece. Para un numero pequefio € > 0:

<& )=lobienlim P(0-0 >z )=0

n—oo

lim P(/0-0

n—oo

Teorema:

Si xllii?o E[0]=0 }:>entonces 0 es un estimador consistente de 0.

lim V[0]=0 EEIl 101



Ejemplo: Dada X una v.a. de media poblacional p y varianza poblacional
o2, entonces X es un estimador consistente de u ( EX)=py viX)=c*n)

& INSESGADEZ: Un estimador § de 0 es insesgado o centrado cuando
su valor esperado con el parametro a estimar 0. Es decir:

E0)=0

En caso contrario, el estimador sera sesgado y a la desviacion entre
su valor esperado y el parametro 6 se le denomina sesgo.

E@0) £0 = E©)=0+5(0) / 5(0)=Sesgo

Ejemplos: _ .
I . E(X)=n = X esinsesgado
- 2 2
15(82)211102:(52-cj — S es sesgado, con sesgo igual a - 2
n n n
& EFICIENCIA:

Si un estimador 0 es insesgado, el valor promedio que toma es el
parametro a estimar 6, sin embargo, esto no implica que el estimador

tenga una alta probabilidad de estar cerca de 0 para una muestra daEcéal\l. 0



Dados 0, y 0, dos estimadores insesgados de 0; el estimador que
tenga menor varianza tendra mayor probabilidad de estar cerca del
parametro desconocido 0. Asi:

0, es mas eficiente que 0, <> V(0,) < V(0,)

Al estimador insesgado con menor varianza de todos, 6 , se le llama
estimador mas eficiente o estimador insesgado de minima varianza.
Este estimador posee una varianza igual a:

V(0)= ;= o
E(along . E(fﬂog f(Xﬁ)} ~+ COTA DE CRAMER-RAO
00 ' 00

siendo L la funcion de verosimilitud, que para una muestra aleatoria
simple (X;, X,, ..., X.) de una poblacion para la que X tiene funcidén de

densidad f(X,G), tiene la forma: . Ejercicio: Comprobar que dada una '

n ; poblacion para la que X es N(u, ©), |
L(Xl s X2s5+eees Xns 9) = H f(Xi ; 9) se verifica que la n?e_dza muestral es
1=1

. el estimador mas eficiente de p.
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Obtencidon de estimadores

A continuacion se desarrollaran los principales métodos de
obtencidn de estimadores para los parametros desconocidos de una
poblacion, a partir de la informacidén suministrada por una muestra.

1.- METODO DE LOS MOMENTOS: Fue propuesto por K. Pearson en
1894. Se trata de un método muy sencillo que genera estimadores
razonables.

El método de los momentos consiste en iqualar los Kk primeros
momentos respecto al origen de la variable X representativa de la
poblacion (dependientes de k parametros desconocidos 6; , j =1, ..., k) a
los k primeros momentos respecto al origen _en la muestra. Los
estimadores buscados se obtendran resolviendo el sistema resultante.

Sea X con funcion de densidad f (X, 0,, 0,, ..., 6,) vy (X,, X,, ...,X) una
muestra aleatoria de tamano n:

w= [ X £ X:00,000 a2= [ X (X500,00000) o = | X5 (X;00,0000)
) ) ) EE Il 104



Y X; > X; 3 X
ar— 1= a»— = .ax — 1=l
n n n

lgualando los o; a los a; se obtendra un sistema de ecuaciones, de

cuya resolucion saldran los estimadores § :
J

Los estimadores obtenidos por este meétodo verifican las siguientes
propiedades:

% Son consistentes.
% No son, en general, ni insesgados ni de minima varianza.
% No tienen en cuenta la distribucion de la la variable en la poblacion.

& Su eficiencia no da resultados satisfactorios, por lo que se recurre al
método de la maxima verosimilitud.

& Sus distribuciones son asintéticamente normales. EENl 105



2.- METODO DE LA MAXIMA VEROSIMILITUD: Desarrollado por R.
Fisher se trata de una técnica muy poderosa y de amplio uso.

Sea X una v.a. con funcion de probabilidad o de densidad dependiente
de los parametros 6 = (6,, 6,, ..., 6,), y consideraremos una m.a.s. de
tamafio n, (X, X,, ...,X,).

Funcion de Verosimilitud

(X5 Xy, ooy X)) discreta (X;5 X, ooy X)) continua

L(X,,X,,....X,;0) =] [ P(X;;6) L(X,, X, X,;0) =] [f(X;;6)
i=1 i=1

Los estimadores de maxima verosimilitud de 6 seran aquellos
valores que maximizan la funcion de verosimilitud. Muchas veces
resulta mas sencillo obtener los valores que maximizan ®(6) = log L(X;0).

DO(X.0) dD(X:0) oD(X;0) Se resuelve el sistema y se
5—01 =0 6—92 =0 ... 5—0k =0 obtienen los estimadores:

A A

el’ 62’ I en EEIl 106



Las propiedades que verifican los estimadores de maxima
verosimilitud son:

& Si existe un estimador suficiente para el parametro, cualquier solucién
del sistema es funcion del mismo.

& Si existe un estimador eficiente que haga accesible la cota de Cramer-
Rao, se obtendra por este método como solucion unica.

& Son asintéticamente insesgados.
& Se distribuyen asintéticamente normales.
& En condiciones muy generales, son consistentes.

Ejemplo: Sea X ~ N (&,0), con media y varianza desconocidas, obtener
los estimadores de maxima verosimilitud de ambos parametros.

3.- METODO DE LOS MINIMOS CUADRADOS: Dado un modelo
matematico referente a una poblacién en estudio: Yy =¥ (X;0,,0,,....,0,)

Se pretenden estimar los valores de los 0, j=1, ..., k, utilizando una

m.a.s de n pares (X,,Y;), minimizando la expresion:
n Derivando respecto de cada parametro e igualando a 0,
D= Z:[Y1 -V (X 501,05, 9k)]2 resulta un sistema, del que se obtienen los estimadores por
i=1 minimos cuadrados EE Il 107




En el caso de que las variables aleatorias (Y,, Y, ..., Y,) sean
normales, este método es un caso particular del método de la maxima
verosimilitud, por lo que las propiedades de los estimadores minimo
cuadraticos coinciden con las obtenidas para el otro método.

ESTIMADORES PUNTUALES MAS USADOS

(1) Parala media poblacional p: [i=X \

E(i) =M Var(X)= 0-—2

n

(2) Para la varianza poblacional 62: 6°=§’

EQ§) =0 Var(§®)= 2_04 Propiedades:
n-l ) > ' - Insesgado
(3) Parala proporcién o probabilidad de éxito: P= Z% - Eficiente |
i=1

E(IS) = p Var(f)) — p (ln_ p)

(4) Parametro A de una distribucion de Poisson: A= ZXi
N n N i-1 I
EW=a Vard)=— ) EE Il 108



Estimacion por Intervalos de Confianza

La Estimacién Puntual tiene la ventaja de que permite obtener una
estimacion univoca del parametro, pero tiene el gran inconveniente de
que dependera de la muestra considerada, por lo que la fiabilidad de la
misma sera desconocida.

Por ello, es mejor realizar la estimaciéon a través de intervalos de
confianza, ya que permite dar una idea acerca del valor real del
parametro y, ademas, establecer el grado de fiabilidad o nivel de
confianza que, en base a la muestra empleada, se puede tener de que el
verdadero valor del mismo se encuentre dentro del intervalo considerado.

Por tanto, la Estimacidén por Intervalos tiene por objetivo estimar el
parametro a traves de un intervalo de la recta real para el cual exista una
alta y conocida probabilidad de que el valor del mismo se encuentre entre
sus limites. Se considera que cualquier valor del intervalo puede tomarse
como estimacion del parametro.
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Sea X una variable aleatoria cuya distribucion depende de un

parametro desconocido 0. Para estimarlo, se selecciona una muestra
aleatoria de tamano n.

Diremos que [U,,U,] constituye un intervalo de confianza para el
parametro 6, con un nivel de confianza del (1- a) %, si existe una
probabilidad 1- o de que el verdadero valor de 6 se encuentre entre U, y

U,. Es decir:
P(UISHSU2) =]-«

Amplitud del intervalo: Es la diferencia entre
los limites superior e inferior.

Intervalo de confianza [U,,U,]

Error de estimacion: Es la diferencia entre el
estimador muestral y el parametro poblacional.

Cuanto menor sea el error de estimacion mayor sera la precision
obtenida en la estimacidén por intervalos de confianza.

A partir de los datos muestrales que se poseen y para un nivel de
confianza establecido, se puede obtener el tamano muestral necesario
para conseguir un maximo error de estimacion. EEIl 110



Ejemplo 1. Sea X ~ N (u,0), con media desconocida y varianza conocida.
Para estimar pu se toma una muestra aleatoria simple de tamano n.

1 X-pn o
A=X= Z X, — Estimador de maxima verosimilitud de p EGM =Z~N (0, 1)
n =1 E —
o
X-u X— .- o
- < < < —1— =
Pl-Z < o <Z_, |=P o <7, |=1 a:P(X W<Z, &j 1-a
= T
Pl -7 GSX—MS—FZ o zl_a:>P(X—Z <u<X+Z szl—oc
% /o % Ja R RN
Intervalo de confianza para p con un
S nivel de confianza del (1- a) %.
. . |[A=2%7 2
Amplitud: %
, 51 Con esta expresion se puede calcular
Error de estimacion: [E=+Z _ > |n = o2 1-% el tamafio muestral n necesario para
=% f n=o [ ] obtener un error E y para un nivel de

confianza del (1- o) %.
De la expresion del error de estimacidn se deduce que al aumentar

el tamafio muestral n, disminuye el error, y por tanto, aumenta la
precision del intervalo de confianza.
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Ejemplo 2: Sea X ~ N (u,0), con varianza desconocida. Obtener un
Intervalo de confianza para dicho parametro.

1 n o ! A2 !
2_a2 - © _Y)2 (n-1).§ 2 !
6'=8'= _  LXi-X) St 1
1= ! e
2 2
2 X o Xn_ _a
sz a_(n 12)S <y’ . |=1—o === P lezslzg 1132 =]—q
n—l;E o n-1;1-—— (n—l)S o (n—l)S
m-1)$ _ , m-DH§
> [P <o’ < =1-a
Xi—l - ’ Xr21—1 ;2

Ejemplo 3: La duracion de las bombillas de bajo consumo producidas por una
fabrica sigue una distribucion N(u, ¢) de desviacion tipica igual a 180 horas. El
departamento de produccion desea estimar la duracion media poblacional de las
bombillas fabricadas, para lo que examina 100 unidades que se mantienen
encendidas hasta que se funden, resultando una duracion media muestral de

1600 horas.
(a) Construir un intervalo de confianza del 95 % para wu.

(b) Obtener el tamafio muestral necesario para un error maximo de 25 horas.
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Estadistica Empresarial




Introduccion

Cuando se extrae una muestra aleatoria de una poblacién, la
informacién obtenida de ésta, puede usarse para realizar inferencias
sobre las caracteristicas de una determinada poblacion.

% Una posibilidad consiste en estimar los parametros desconocidos de la
poblacion mediante el computo de estimadores puntuales o intervalos
de confianza.

& Alternativamente, la informacion muestral puede emplearse para
verificar la validez de una conjetura o hipotesis, que el investigador
realiza sobre alguna caracteristica desconocida de la poblacion.

Asi pues, los contrastes de hipotesis permitiran confirmar la
veracidad o falsedad de cualquier afirmacion realizada sobre alguna
caracteristica desconocida de la poblacion, en base a la informacion
obtenida a partir de la muestra aleatoria.
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Conceptos Basicos

Una hipoétesis estadistica es cualquier afirmacion, verdadera o falsa,
sobre alguna caracteristica desconocida de una poblacion. Si |la_hipétesis
se refiere al valor de un parametro desconocido 6 de la poblacion (cuya
distribucion se supone conocida), diremos que se trata de un contraste
paramétrico. Sin embargo, si la hipodtesis se refiere a la forma de la
distribucion poblacional, se hablara de contraste no parameétrico.

En este capitulo se estudiaran los contrastes parameétricos, dejando
los no parameétricos para otro posterior.

Partamos de una poblacion caracterizada por cierta variable X, cuya
distribucion es conocida y dada por F(x;0), pero dependiente de un
parametro desconocido 6.

Espacio paramétrico: Se trata del conjunto de valores que puede tomar
el parametro 0 y se suele denotar por Q.
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Las hipoétesis formuladas en los contrastes paramétricos pueden
ser de dos tipos:

Simples: Si la_hipétesis se refiere a un unico valor del parametro 6. En
este caso, quedaria totalmente especificada la distribucion poblacional
F(x;0).

Compuestas: Si la_hipodtesis se refiere a un _rango de valores que
constituyen una region del espacio parametrico Q.

Ejemplo: Dada una poblacion N(u,0) con u desconocida, indicar si las
siguientes hipotesis planteadas son simples o compuestas:

@u=> Ou>5 (us5 (d)u=5

Cuando se realiza un contraste de hipétesis, se enfrentan dos
hipotesis:

Hipotesis nula H,: Es la hipdtesis (simple o compuesta) que se pretende
contrastar, luego sera la que se rechace o acepte a la conclusion del test.

Hipotesis alternativa H, (0 H,): Es la hipodtesis (simple o compuesta) que
se contrapone a la hipotesis nula y frente a la que se compara.  EEll 116



Ejemplos: La especificacion apropiada de las hipotesis nula y alternativa
depende de la naturaleza del problema en cuestion. Algunas formas
basicas son:

Nota: Si Hy plantea que © pertenece a un intervalo, el contraste serda unilateral o de una cola,
mientras que, si plantea que pertenece a dos intervalos, se denominarda bilateral o de dos colas.

Después de especificar las hipotesis nula y alternativa, y de recoger
informacion muestral, debe tomarse una decision sobre H, (rechazarla o
no). Para ello, se determina un estimador § del parametro 0 (sobre el que
se establece H,) cuya distribucion sea conocida, y a partir del valor que
tome la estimacion para la muestra considerada, se decidira si rechazar
0 no la hipétesis nula. Asi pues, el espacio muestral (conjunto de todas
las muestras posibles) quedara dividido en dos partes complementarias:

Region critica o de rechazo R: Es la region del espacio muestral en la
que se rechaza la hipétesis nula H,. Puede estar formada

Region de aceptacion R*: Es la region del espacio muestral en la que no
se rechaza (se acepta) H,. EE Il 117
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Si denotamos a la muestra especifica por M(X) = (x;, X, ..., X,),
entonces podemos concluir que:

SiM(X) e R =) Serechaza H,
S1 M(X) € R* =) Se acepta H,

En el contraste de hipotesis tenemos que decidir si aceptamos la
hipétesis nula o si la rechazamos, por lo que siempre correremos el
riesgo de equivocarnos. La aparicion de los errores tiene un caracter
aleatorio, lo que exigira su medicion en términos probabilisticos.

Tipos de errores en un contraste
de hipoétesis

Error de tipo | | Decision correcta

DECISION

Decision correcta | Error de tipo |l

La probabilidad de cometer error de tipo | se denomina nivel de
significacion y se denota por a, mientras que la probabilidad de cometer
el error de tipo Il se denota por f3.

o =P (EI)=P (Rechazar H,/ H, cierta) =P (M(X) e R/H, cierta)
B=P(EII)=P (Aceptar H,/ H, falsa) =P (M(X) e R*/H, falsa) |een 11s




Las repercusiones de estos errores pueden ser de diferente indole. Se
suele admitir la mayor gravedad del error de tipo |, ya que rechazar una
hipotesis cierta reviste, al menos en principio, mayor trascendencia que
aceptar una falsa.

Asi pues, el contraste de hipdtesis que se elegira sera aquel que
presente _un nivel de significacidn o aceptable y que sea obtenido
minimizando B, o lo que es lo mismo, maximizando 1-8, denominada
potencia del contraste (poder que tiene el contraste para reconocer que
H, es falsa y debe ser, por tanto, rechazada).

Potencia =1- =P (Rechazar H,/ H, falsa)=P (M(X) e R/H, falsa)

A la region critica del contraste en el que para un o dado se
maximiza la potencia 1-B, se le denomina region critica prepotente.

Nota 1: Cuando la hipotesis alternativa es compuesta, PB, y por tanto, la potencia 1-3

dependera del valor especifico del parametro 0. En este caso, se define la funcion de
potencia Q(0) =1 — b(0).

Nota 2: En lugar de decir que “se acepta H,” seria mas correcto formular que “no existe
evidencia suficiente para rechazar H, con los datos disponibles”. EEIl 119



Ejemplo: Para una determinada poblacion, se desea estudiar una
caracteristica X ~ N(x,0), con varianza conocida.Se pretenden contrastar
dos posibles valores de .

A partir de una muestra aleatoria (X,, X,, ..., X ) de la poblacion
| | obtendriamos el estadistico de contraste, que en este caso serd la
it Lo I media muestral X . Suponiendo que la region critica viene dada por
todos los puntos situados a la derecha del punto critico V_ a
continuacion se muestran las areas representativas de o y B.

H, es cierta Hy es cierta Desplazando el wvalor

critico V, a la derecha,
aumenta B y disminuye
o; y desplazandolo a la
izquierda, disminuye B y
aumenta o, pero estas

Drstribactones
niuestrales

variaciones no se
Hy V. #Hy .
producen en la misma
i“n“.n-\--\----------------------...._____._____________._____________} | .‘ : } nti
Region de aceptacion R* Region critica R cuantia.
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Del grafico anterior se deduce que la potencia depende de varios
factores:

% Del nivel de significacion a: Al aumentar o, disminuye B, por lo que
aumenta la potencia 1- B, siempre que mantengamos inalterados los
demas factores. Inversamente, si a disminuye,  aumenta.

& Del tamano muestral n: Al aumentar n, a y B tienden a disminuir, ya
gue se reduce el error del muestreo. En este caso, aumentara la potencia.

& De la dispersion poblacional: Una menor desviacion tipica permite
obtener un menor valor de B, incrementandose asi la potencia.

Rcgidn de aceplucidn

| .
Regidn critica
para un % dado als .

El aumento o la disminucion de o '
tiene una incidencia directa sobre la - - - Valores rfticos :
i 4 reg-" ara un o aado
region critica, ya que un mayor valor ’
de o lleva consigo una mayor region Region de aceptacion !
yyn para un ¥ mayor
critica. :

.t |
Valores eriticos |
para un ¥ mayor
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Contraste de hipotesis simples:
Teorema de Neyman-Pearson

En un contraste de hipétesis simples, la distribucién de la variable
queda totalmente especificada, pudiéndose obtener la potencia del
contraste de manera exacta. Para este tipo de situaciones existe un
teorema que permite encontrar la region critica de maxima potencia de
entre todos los contrastes con un nivel de significacion o dado.

TEOREMA DE NEYMAN-PEARSON:

Sea (X,, X,, ..., X.) una m.a.s. obtenida de una poblacion con funcion
de densidad f (x, 9) 0 e Q { 6y, 0,}, siendo la funcidén de verosimilitud de

lamuestra: [ (x.q )= Hf(xl,e)

H,:0 =0
y si queremos contrastar Ias hipotesis simples. {H 0 =0
1
siendo k un numero positivo prefijado y R c R " tal que:
L(x;0,) L(x;6,) . A
D Lo, L(x;0,) =k st (X X,) €R () L(x;0,) Zlost i) e R CIP(R Xn)ER/eE_EﬁO)lz_za



Entonces, podemos asegurar que R es la region critica prepotente
(es decir, para un nivel de significacion o dado, la de maxima potencia)
para el contraste de hipotesis simples planteado.

Ejemplo: Sea (X;, X,, ..., X,) una m.a.s. de tamano n procedente de una
poblacion N(u,o ), con u desconocida y o conocida. Obtener la region
critica prepotente con un nivel de significacion «, para el contraste:

Hy:p=p, Segiin el Teorema de Neyman-Pearson, la regién critica prepotente R quedara
H:p=p, definida en base al cumplimiento de que el cociente de funciones de verosimilitud
sea igual o inferior a una constante, cuando la muestra especifica (xy, ..., X,) € R

1 " _2;221]:(’(1—% )2 L )
— C i=1 —EZ(xi—uo) 1 n ( )2 n ( )2
LO _ L(Xa !’J‘O) . m _ c i=l _ e_zcz 12_1: Xi—Ho _1:1 Xi— < k

Ll L (X9 Ml) [ 1 jn _2;2i(xi —H )2 _;i(xi_ul )2
- e i=l1
\[2no®

Tomando logaritmos neperianos:

o Bl | : :
L, 2oL ! - ! [Z(Xi_HO)Z_Z(Xi_Ml)Z}Slnk:kl
i=1 i=1 EEIl 123
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Operando:

n

330 < 3o = -2 e | -2 B e |-
i=1 i=1

i=l1 i=l1 i=1 i=l1

=n (g —p?)-2(u, —u,)n X

=

L, 1 . u) o
Asi: In L(l) = [n(ug—uf)—Z(uo—ul)nX]S k, :>_2r;2 (u(z)—pf)+(uoczul)nX£kl =
2
u) o . 1
=>(“°Gfl)nX£k1+2nGz(ué—uf)é(uo—ul)XSzk1+2(u§—uf)=k2=>
X< Kok sipy>p = R={x,%mx,) e R/ X <K
Ho —Hy
=
X > K, =k’ siu0<u1:>R={(Xl,xz,...,xn)emn/XZk'}
Ho —Hy

Para calcular el valor de k’ habra que imponer que el nivel de significacion es a, luego, suponiendo
que py < :

SE k'—p k'—p k'—p
=PIX>k'/u= =P|Z> 0 P|Z< 0 1=1- V=7
o ( H Ho) [ G/&]j ( G/&) o= o/~/n l-a =

—= k': MO + Zl—(x

Jn EEIl 124



Ahora, calcularemos la potencia del contraste:

S e S ()

Ejercicio: Dada una caracteristica X de una poblacion que sigue una
distribucion normal de desviacion tipica o = 40, se extrae una muestra
aleatoria simple de tamafio n = 100.

(a) Para un nivel de significacion « = 0’01 obtener la region critica
asociada al contraste de maxima potencia.

H,: u=:60
H,: u=380
(b) Calcular la potencia del contraste.

(c) Determinar el tamafno de la muestra necesario para determinar la
region critica de manera que « sea 0’05 y la potencia sea 0'95.
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Extension del Teorema de Neyman-
Pearson para hipotesis compuestas

Vamos a considerar que contrastamos una hipétesis nula simple frente
a _una hipotesis alternativa compuesta. EI Teorema de Neyman-Pearson
podra ser aplicado a cada valor del parametro 0 incluido en H,,
obteniéndose asi la la mejor region critica para cada uno de ellos.

Puesto que el numero de valores que toma 0 (en H,) suele ser infinito,
sera preciso encontrar un metodo que permita determinar si existe una
unica region critica para los diferentes valores, que pasaremos a
denominar region critica uniformemente mas potente. Asi, un
contraste sera uniformemente mas potente (UMP) si la regidn critica es
independiente del valor de 6.

El método de contrastacion que se propondra puede ser empleado
para obtener la region critica para el contraste de H, frente a H,, incluso
en el caso en que ambas hipotesis sean compuestas. El metodo utilizado
se conoce como el contraste de razén de verosimilitud.
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Partiremos de una muestra aleatoria (X,, X,, ..., X,) de una poblacion
caracterizada por la variable X, cuya distribucion depende de k
parametros desconocidos 6 = (6,, 0, ..., 6,), 0 € Qc R K.

Hy:0eQyc Q , Q,u Q=0

Se pretende contrastar: H:0eQ,= Q-0Q siendo Q,NQ =0
y pudiendo ser ambas hipdtesis tanto simples como compuestas.

A partir de la muestra aleatoria extraida, se construye la funcion de
verosimilitud: (o . .
H P (x;;0) si X esdiscreta
L(x;0)=L(X,,X,,...,X,;0)=5 i?

H f (x;;0) si X escontinua
L i=1

Puesto que las hipotesis pueden ser compuestas, se calculan los
siguientes maximos de la funcion de verosimilitud:

L(x;8,, ) =max L(x;0) L(x;0,)=max L(x;0)

0eQ, 0eQ

_ L(x; GQO)
L(x;00) EEN 127

El estadistico a usar sera: |\ (x)




La region critica vendra dada por: R = {X =(X,,X5,...,X, )/ A(X) £ k}
y el valor de k se obtendra en base a que:

o =P(M(X)=(X,,...x.) e R/H, cierta) = P(A (x) <k /0 € Q,)

El valor de A(x) depende de la muestra seleccionada y verifica las
siguientes propiedades:

& AM(x) > 0, ya que L (x;0) > 0 al ser producto de funciones de densidad o
de probabilidad, que toman siembre valores no negativos.

& AM(x) <1, puesto que L (x;0,,) <L (x;0,) al estar Q,c Q.

Asi, si H, es cierta, 0, tendera a estar préximo a 0, por lo que A(x) se
aproximara a 1. Sin embargo, si H, es falsa, 6,, tendera a estar muy
alejado de 0, por lo que A(x) se aproximara a O.

El problema fundamental se centrara en obtener la distribucion de A(x)
cuando H, es cierta, lo que permitira fijar la region critica del contraste.
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Ejemplo: Sea X una v.a. cuya distribucion se a una N(x,o) desconocidos.
Se toma una muestra aleatoria de tamafo n, a partir de la cual se
pretende contrastar, con un nivel de significacion «:

Hy:p=p, Q={(u,0) eR?/0>0}
Hi:p#p, _ 0
Qy={(u0) e R u=py,0>0}
La funcion de verosimilitud viene dada en funcion de 8= (u,0)
o 1o
Xy X 3, 0) = € =
1 2nG°

y habra que determinar: L (x;0, )= gnég!zx L(x;0) L(x;0,)= Iglag( L(x;0)

Los estimadores de maxima verosimilitud obtenidos son:

1o 1 _
Hao, = Ho GéOZHZ(Xi'Ho)z Ho =X Gé:szznz(Xi'X)z
i=1 i=1

El estadistico razon de verosimilitudes sera:

_ L(X;GQO) _ L(X;HQO 7690)
L(x;00) L(Xpq,04)

A (X)
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Ee— Ee— |
> (xi-t0)
1 n _% ng(xi_uo) 1 & , _% N . %
}L(X):L(X;MQO’GQO)_(rj ( Z(Xl MO ) © :(n;(xi'uo) j _ ;(Xi'X)
HiHa,0a) Zn:(xi—i)z n -2 n 2
o o (;Z(xi—X)zj ? i221:(Xi o)
i=1

( j( Z(xl X)] . ;(xi—i)

Operando con el denominador:

izixxi 1)’ =ian[(xi XX )| =iznll(xi X0+ (X f 200, - X0 (X o )|
iy )X —nX )=

= Zn:(xi -X)’ +Zn:(X—p0)2 +2(X—u0)zn: (x, - X) :Zn: (x; — o) +n (X —pt,)” +2(X

=3 (x = X) e (X —p,)’

i=1

Asi: . .
Zn‘,(Xi'i)2 . | |
Ax)=|— i=1 = = — 5 = _ | =
Z(Xi'i)z"‘n(i—uo)z n(X Mo) 1+ nl(Pf—Mo) 1 n(X—pAOz)
z<x x| ISy (n-D3
n—»14y

1

1 (i_uo)2

$2/n
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| S | S | S | S | S
>
2 _ 2 2
| IX | <k= | IX - <k"=1+ 11(XA2M°) >k "=

14 1 (X=H) 1 b (X=p) n-1 S/n

n-1 S?/n n—-1 S?/n

X = X —

( 2“0) >(Il—1) k"—1|l=k'> R: X:(XI,XZ X )/( “O) >k|

Ahora, hay que determinar k’: o i
o =PM(X)=(x,,....x.) € R/H, cierta) :P[ (X=1o)" 5 o/ = Mo}

S*/n
X-p) o, o Xem) .
Sabemos que: éN Z , sin>30 3 ~tol s 81nS3Oi
. /n

Luego, por ejemplo, sin > 30:a = P[ (XS /“0) >1<'j=P(Z2 >k') =
n

:P(|Z|2\/E)31—OL=PQZ|§®):P(_@SZZW)3@:ZI_G EEIl 131
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Ejemplol: De una muestra de 200 emprendedores cuya empresa fracaso,
100 no hicieron plan de viabilidad al iniciar su actividad. A un nuvel de
significacion del 1%, contrastar la hipotesis de una asociacion de
empresarios que dice que como maximo el 35% de las empresas que
fracasan no hacen plan de viabilidad.

Ejemplo 2: Se pidié a una muestra de 16 consumidores de un barrio de
Santa Cruz de Tenerife que valorasen en una escala de 1
(completamente en desacuerdo) a 5 (completamente de acuerdo), el
interés de poner un supermercado de segunda generacion en el barrio.
La empresa que piensa ponerlo lo hara siempre que la puntuacion sea
como minimo 3,75. Los resultados muestrales indicaban que la media
muestral es de 3,68 y la cuasidesviacion tipica muestral 1,21. A un nivel
de significacion del 5%, ¢La empresa se decidira a abrir el superpercado
en el barrio?.
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Medicion de I|a potencia de un
contraste de hipotesis compuestas

Cuando Ila hipétesis alternativa del contraste planteado es
compuesta, el error B y la potencia 1-p dependeran del parametro
desconocido 6.

En este caso, para obtener la potencia del contraste, se siguen los
siguientes pasos:

(1) Determinar el rango de valores del estimador 6 de 6 que conducen a
la aceptacion o al rechazo de la hipotesis nula.

(2) Para un valor de interés 0, de 0, calcular la probabilidad de que 6
pertenezca al intervalo de aceptacion determinado en (1) para muestras
de n observaciones de una poblacion con valor 6, para el parametro.

(3) Como estamos ante hipotesis compuestas, obtendremos varios
valores de [ mediante los que determinaremos los correspondientes
valores de la potencia del contraste 1- B, que, en conjunto, nos daran la

funcién de potencia Q(6) = 1- B(6). 133
EE Il



Ejemplo: En un proceso de seleccion de tomates para exportacion de un
almacén de empaqguetado, se sabe que el peso de los tomates sigue una
distribucion normal de media 50 gramos y desviacion tipica 10 gramos.
Se ha cambiado de fincas suministradoras y el encargado del almacén
sospecha que se ha incrementado el peso medio de los tomates sin
modificarse la desviacion tipica. Para probar esta sospecha, se toma una
muestra de 100 tomates, comprobandose que su peso medio es de
50,38 gramos. Realizar un contraste de hipotesis a un nivel de
significacion del 5% y determinar la potencia del mismo.

Estadistico: Z= (X-50)
2. [Hy:p<350 10
El contraste planteado sera: | e
H,:pn>50

Punto critico: Z, , =7, s =72, =1,645

(1) Determinar el rango de valores del estimador [ = Xde 4 que conducen
a la aceptacion o al rechazo de H,,.

SerechazaH;si z>7 , < (XI_OSO) = 1,645 < X >51'645
/100
Se aceptaH;si z<z < (X=50) (1 645 X < 51645

10 EEIl 134
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(2) Para un valor de interés u, = 51’8 calculamos la probabilidad de que
pertenezca al intervalo de aceptacion determinado en (2) para muestras
de n observaciones de una poblacion con media poblacional y;.

B(Ml) :P(aceptar HO/M:MI) :P(i351'645/l’t1 :51'8) =Pl Z< 51,64150_51,8

~/100

=P(Z<-0,155)=0,437 = 1-B(51'8) =1-0,4372 = 0,5628

(3) Dandole diversos valores a u,, obtendremos varios valores de S
mediante los que determinaremos los correspondientes valores de la
potencia del contraste 1- S.

_ Potencia del contraste

50 0’95 0’05 1,2000
51 0’7406 | 0°2595 1,0000 O

51’645 0’5 0’5 0,8000 1

51’8 | 0°4372 | 0’5628 0,6000
52 0°3613 | 0°6387 0,4000
53 0°0877 | 09123 0,2000 /
54 0’0091 | 0’9909 0,0000 ; ‘ : : : :
55 0 1 49,0000 50,0000 51,0000 52,0000 53,0000 54,0000 55,0000 56,0000 EEIl 135
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Nota: Cuanto mayor sea el tamafno de la muestra, n, mayor sera la potencia del
contraste, 1-f, ya que cuanta mas informacion se tenga de la poblacion, hay mas
posibilidad de detectar cualquier desviacion de la hipotesis nula, como podemos
observar en la siguiente tabla:

n =100 n = 64 n=49
omB tB B B B 1B
50 0’95 0’05 0’9057 0’0943 0’8749 0’1251
51 0’7406 0’2595 0’6985 0’3015 0’6736 0’3264
51’645 0’5 0’5 0’5 0’5 0’5 0’5
51’8 0’4372 0’5628 0’4502 0’5498 0’4562 0’5438
52 0’3613 0’6387 0’3878 0’6122 0’4013 0’5987
53 0’0877 0’9123 0’139 0’861 0’1711 0’8289
54 0’0091 0’9909 0’0298 0’9702 0’0495 0’9505
55 0 1 0’0036 0’9964 | 0’00904 | 0'99096

1,2000
1,0000
0,8000

0,6000

Funcion de potencia

=

yZ-

’

—e—n =100

—e—n=64

0,4000 / — —n=49
0,2000
0,0000 “ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
49,0000 50,0000 51,0000 52,0000 53,0000 54,0000 55,0000 56,0000
. e . e ]
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Estadistica Empresarial
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Introduccion

En el capitulo anterior se estudiaron los contrastes paramétricos, en
los que se formulaban hipdtesis relativas a los valores de algunos
parametros desconocidos de una distribucion poblacional conocida. Sin
embargo, en muchos casos ocurre que la distribucion poblacional se
desconoce, por los que las hipétesis se centraran en el tipo de
distribucion de probabilidad que presenta.

Estos contrastes mencionados anteriormente, son conocidos como
pruebas de bondad de ajuste, que, al ser la distribucion poblacional
desconocida, formaran parte de los contrastes no paramétricos. En los
test de bondad de ajuste no es apropiado el uso del test de razéon de
verosimilitudes del caso paramétrico, al no quedar especificada la funcién
de verosimilitud cuando la hipétesis alternativa sea cierta.

Ademas, se estudiara otro tipo de contrastes no paramétricos, como
la prueba de independencia, en la que se pretendera verificar si existe

dependencia entre dos caracteristicas de una determinada poblacion.
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Prueba Chi-cuadrado de Pearson
de Bondad de Ajuste

Esta prueba se emplea para decidir si una determinada distribucion de
probabilidad se ajusta a un conjunto de datos. Para ello, se comparan los
valores observados de una muestra aleatoria con los que se espera
obtener si la hipotesis nula fuese correcta (valores esperados), en cada
una de las cateqgorias en que son clasificados los individuos.

TEOREMA: Sea (X,, X,, ..., X,) una v.a. multinomial de parametros n, p,,
P, ---, P, €Ntonces el estadistico siguiente:

k 2k 2

Z(X.—n.p.) Z X; 2
U: ! ' — ' —1n ~/ N

i=1 n.p; i=1 11.P; n—>o K

Frecuentemente, el estadistico U aparece expresado en funcién de los
valores observados O, y los valores esperados E,, obteniéndose:

k 2 k 2

(0, -E,) o}
U= E R E —-—n
= E. — E. EE Il 139
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En esta prueba de bondad de ajuste, se va a contrastar |la hipotesis
nula de que un grupo de datos de una muestra procede de una v.a. con
una distribucion de probabilidad especificada.

Nota: Para cada una de las categorias, se debe verificar que E; > 5, por lo
gue habria que reagrupar en caso de no cumplirse para alguna.

CASO 1. Distribuciones de probabilidad con parametros conocidos o
especificados.

H, :F(x) =F, (x)
H,:F(x)#F, (x)

Para ello, seleccionamos una muestra aleatoria de tamafo n, cuyas
observaciones seran clasificadas en k categorias (o intervalos),
denotando por O, a la frecuencia absoluta observada de cada categoria.
Sabiendo que p; es la probabilidad de que la variable X (bajo H,) tome
valores en la categoria o intervalo i-ésimo, las frecuencias absolutas
esperadas seran: E. =n.p. ,i=1, ...,k

Se quiere resolver el siguiente contraste: {

La region critica vendra dada por: R = {(xl,xz,...,xn) eE/U> Xi_l,l-a}
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Ejemplo: El numero de erratas por pagina de un libro suele considerase como una
variable de Poisson. Se contaron errores en 100 paginas de una novela,
obteniéndose:

NUmero de erratas = Numero de paginas
0 65
1 25
2 8
>3 2

Solucion: El contraste planteado vendra dado por:

la funcion de distribucion de X ~ P(0’4).

Contrastar si el numero de erratas
se distribuye segun una Poisson
P(0’4), para un nivel de significacion
del 10%.

|

H,:F(x)=
H,:F(x)#F, (x)

Fo (%) , siendo F(x)

Al ser X discreta, las categorias o intervalos se consideran centrados en los
valores de la variable. A continuacion, se muestran en la siguiente tabla:

N° de erratas = Categorias = N° de paginas: O, p; E,=n.p,
0 X<0% 65 0’6703 67°03
1 05<X<15 25 0’2681 26’81
2 8 0’0536 5’36
>3 2 0oos0 080
Total 100 1 100

p,=P(X<0%)=P(X=0) p,=P05<X<15)=P(X=1) p,=P(5<X<25)=P(X=2)
p, =P(X225)=P(X=3)+P(X=4)+P(X=5)

. Al ser E, = 080 < 5, |
' habra que reagrupar, |
. uniendo las categorias |
' 3y 4 en una sola. '

___________________________________
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Categorias = N° de paginas: O, P, E.=n.p, (0,-E)?/E, Estac;l{istico de c;)ntraste:
X<05 65 0’6703 67'03 0’061 U= Z O -E)” _ 2'577
05 <X <15 25 02681 26'81 0122 i=1 i
X215 10 0'0616 616 2'394 Punto critico:
Total 100 1 100 U= 2577 Krtioe = Xr oo = 460

Region critica: R = {(Xl,xz,...,xn) cE/U>y300 = 4'60}

Por tanto, a la vista de los datos, se concluye que no tenemos evidencia
suficiente para rechazar la hipotesis nula de que X ~ P(0’4).

CASO 2: Distribuciones de probabilidad con parametros
desconocidos o0 no especificados.

Muchas veces, nos puede interesar probar si _una variable se
distribuye de una forma determinada, sin especificar los valores de los
parametros de los que depende.

En este caso, las frecuencias esperadas E;, no podran ser
determinadas al desconocer los parametros de la distribucion, por lo que

habra que estimarlos a partir de la informacion de la muestra aleatoria.
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Asi pues, los valores esperados vendran dados por:
E. =n.p, (é)) ,siendo 0 el estimador de méaxima verosimilitud de 0.
La reqidn critica vendra dada por: R = {(Xp X,,.,X )eE/U> X«i—r—l,l—a}
siendo r el numero de parametros que han de ser estimados.

Nota: En este caso, se estan utilizando los valores observados O, para estimar los
parametros a partir de los que se calcularan posteriormente los E;. Esta manera
de actuar distorsiona las diferencias reales que pueden existir entre las
frecuencias, por lo que se reajusta la region critica.

Ejemplo: Con el fin de estudiar la distribucion que siguen las estaturas de los
alumnos de la Escuela de Empresariales de la ULL, se selecciona una muestra
aleatoria de 100 alumnos, cuyas estaturas podemos agrupar en la siguiente tabla:

Estatura en metros = Numero de alumnos

[1'50 , 1'60) 6

[1'60 — 1°70) 28

[1'70 —1°80) 40

[1'80 — 1°90) 22

[1'90 — 2°00) 4
Contrastar la hipotesis de que la muestra procede de una poblacion normal,
estudiando la bondad de ajuste para un nivel de significacion del 5 %. EEIl 143
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Solucién: Consideramos la variable X = “estatura de los alumnos de
Empresariales de la ULL”

H,:F(x)=F, (x)
H,:F(x) #F, (x)

siendo Fy(x) la funcion de distribucion de la variable X ~ N(p,c). Al ser p y o2
desconocidos, habra que estimarlos.

El contraste planteado vendra dado por {

L, — Ly n, X, n,.X | n.X?2 Estimadores de maxima verosimilitud:

1’50 - 1'60 6 1’55 93 14’415
1’60 -1'70 28 1’65 46’2 76’23
1’70 -1’80 40 1’75 70 122’5
1’80 — 1’90 22 1’85 40°7 75’295
1’90 — 2’00 4 1’95 7’8 15’21

Total 100 174 | 30365 =~/0'0089 = 0054
Categorias 0, P, E =n.p, Por tanto, el contraste podria expresarse como:
1’50 - 1’60 6 0’0627 6’27 H, : X ~N(1'74,0'094)
1’60 -1'70 28 0’2655 26'55 {Hl : X £ N(1'74,0'094)
1’70 -1’80 40 0’4053 40°53 |
1'80—-190 | 22 | 02165 | 2165 Al ser Es = 418 < 5, habrd que reagrupar, :
vo0_200 | 4 | oosis [JEIERN ||Tenolas caegorias 4ySenunasola. e

Total 100 EE|l 144
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Las probabilidades p; se obtienen bajo H, como sigue:

p, =P(1'50<X <1'60)=P(-2'55<7Z<-1'49)=0'0627
p, =P([1'60<X <170)=P(-1'49<Z < -0'43) = 02655

p; =P(1'70<X <180)=P(-0'43<Z<0'64) =0'4053
p, =P(180<X<190)=P(0'64<Z<170)=0"2165
ps =P(1'90<X<2'00)=P(1'70<Z<2"77)=0'0418

Una vez agrupadas las categorias, se obtienen los siguientes resultados:

Categorias O, P E.=n.p, (0,—E)?/E,
150-160 | 6 | 00627 | 627 00116
160-170 | 28 | 02655 | 2655 0'0792
170-180 | 40 | 04053 | 4053 0'0069
1805200 26 | 02583 | 25'%3 0'0011
Total 100 0’0988

Estadistico de contraste:

k 2
. (Oi_Ei) o
U—; . =0'0988

i

Punto critico:

2 2 Y
Xk-r-11-a — Ka—2-1,005 — X1,005 = 3'34

La region critica sera: R = {(Xlaxz»---aXn) cE/U> X12,0'95 = 3'84}

Por tanto, a la vista de los datos, se concluye que no tenemos evidencia
suficiente para rechazar la hipotesis nula de que X ~ N (1'74, 0°094).
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Prueba de Kolmogorov - Smirnov
de bondad de ajuste

En la prueba Chi-cuadrado anterior, cuando la distribucién propuesta
es continua, hay que aproximar F,(x) con el agrupamiento de los datos en
un numero finito de categorias ‘0 intervalos, lo que precisa_muestras
relativamente grandes. Una prueba mas adecuada cuando Fy(x) es
continua es la prueba de Kolmogorov-Smirnov, ya que no necesita que
los datos estén agrupados y es aplicable a muestras pequenas.

Esta prueba se basa en la comparacion de la funcion de distribucion
(acumulativa) observada de los datos muestrales ordenados y de la
funcion de distribucion propuesta en H,.

H,:F(x)=F, (x)
H,:F(x) # F, (x)
siendo Fy(x) una funcion de distribucion con todos sus parametros
conocidos o especificados (solo en esta situacion es aplicable esta

prueba). EEIl 146

El contraste planteado seré:{




Dada una muestra aleatoria (X;, X,, ..., X.), se ordenan los valores de
menor _a mayor, obteniendo (Xm, X(z), ey X(n)). A continuaciéon, se

construye la funcion de distribucidn para el caso de equiprobabilidad, que
viene dada por:

0 siX<X,, Para comparar F(x) y S,(x), se define el

" estadistico de Kolmogorov-Smirnov,
_ - ue se define como:

I siX>X,, D, = max [S,(x)~F(x)|

La distribucion de D, se evalua so6lo en funcion del tamano muestral n,
pudiendo usarse para cualquier distribucion Fy(x) especificada en H,,.

La reqion critica vendra dada por: R = {(xl,xz,...,xn) eE/D_ > Dn,l—a}

Ejemplo: Se ha elegido una muestra de 16 ejecutivos de empresas de Tenerife, a
los que se les ha preguntado por su renta familiar mensual en miles de pesetas
constantes del aio 2000. Los resultados obtenidos, una vez ordenados, fueron:
852, 875, 910, 933, 957, 963, 981, 998, 1007, 1010, 1015, 1018, 1023, 1035,
1048 y 1063. En anos anteriores, la renta familiar de los ejecutivos de Tenerife
seguia una distribucion N (985, 50). ¢Para un nivel de significacion del 5 %,
podemos decir que ha cambiado el modelo? EE Il 147
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Solucion: Sea la variable X = “Renta familiar mensual de los ejecutivos de
Tenerife en miles de ptas”, el contraste que habra que resolver sera:

H,:F(x)=F, (x)
H,:F(x) #F, (x)

siendo F,(x) la funcion de distribucion de una N (985, 50).

X | M SX=K16 | Fy(x)=P(X<X) | IS0 -Fol | i x—985 ).
852 1 0'0625 0’0039 0’0586 F (X)=P(X=sx)= P(Z = 50 j
875 1 0’125 0’0139 0’1111
910 1 0’1875 0°0668 _ Region critica:

933 1 0'25 0'1492 0’1008

957 1 0’3125 0’2877 0’0248 - {(xl,xz,...,xn) <E/D,> Dnal—“}
963 1 0’375 0'33 0'045 Estadistico de contraste:

981 1 0'4375 0°4681 0’0306 D—max |S (x) _F (x)|_0 1207
998 1 0’5 0’6026 0’1026
1007 1 0’5625 0’67 0’1075

1010 1 0'625 0'6915 0’0665 Punto critico

1015 1 0’6875 0’7257 0'0382 | _ o

1018 1 0’75 0'7454 0’0046 D ___________ D 16,095 O 328

1023 1 0’8125 0’7764 0’0361 Por tanto, se concluye que no
1035 1 0’875 0’8413 0'0337 tenemos evidencia suficiente
1048 1 0'9375 0’8962 0'0413 para rechazar H,. Luego, no
1063 1 1 0’9406 0’0594 ha cambiado el modelotE Il 148
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Prueba Chi-cuadrado de independencia

Muchas veces, surge la necesidad de analizar si existe relacion entre
dos caracteristicas (con un cierto n° de categorias o modalidades)
mediante las que una poblacion ha sido clasificada. Cuando una muestra
aleatoria se obtiene de una poblacion que se clasifica de esta manera, el
resultado es una tabla de contingencia.

Partimos de una tabla de contingencia con dos caracteristicas A y B,
subdivididas en h y k categorias, respectivamente.

_ Marginal
B, B, B,
1 Ny Ny Ny ny
2 Ny4 Ny Moy n,
A, Np4 Npo Npk Ny,
Marginal n, n, n, n
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Sea p; la probabilidad de que una observacion elegida al azar

corresponda a la categoria (ij), y sean p; y p; las probabilidades
marginales.
Hy:p;=p;p; 1=L...h,j=1L.k

H,:3(,))/p; # 0. P,
CASO 1: Las probabilidades marginales estan especificadas.

El contraste de hipotesis seré:{

El estadistico a considerar sera:

h k

:Zhlzk:(n ~np;p, ZZ( ZZE I

i=1 j=1 np;p; i=1 j=I i=1 j=1 L

y la region critica vendra dada por: R = {(xl,xz,...,xn) ceE/y’ > xﬁk_l,l_a}

CASO 2: Las probabilidades marginales no estan especificadas.

En este caso, habra que estimar previamente las probabilidades

n; n.j

marginales, mediante:p, =— p,=—". En este caso, los valores esperados
n n

seran E.. —np1 pJ

Region critica: R = {(xl,xz,...,xn) eB/y’> X(zh—l)(k—l) l—a} EE Il 150
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Eijemplo: Una compafia evalla una propuesta para fusionarse con una
corporacion. El consejo de administracion desea conocer si la opinion de los
accionistas al respecto es independiente de la participacion que posean en el
capital de la compafia. Para ello, se toma una muestra aleatoria de 250
accionistas. En base a esta informacion, ¢existe alguna razén para dudar de que
la opinidn con respecto a la propuesta es independiente de la participacion que
posea la compaiiia? Usar un nivel de significacion del 10 %.

Solucién: El contraste planteado sera:

H1 . El(l, ])/pu - pi. p.j

[ cokénsctreicfmien | A
O; A favor | En contra Indecisos Totales Pi
Menos de 200 38 29 9 76 0’304
200 - 1000 30 42 7 79 0’316
Mas de 1000 32 59 4 95 0’38
Totales 100 130 20 250
f,_j 0’4 0’52 0’08
Hy:py=p;p; 1=L...h,j=1L..k

Al ser las probabilidades marginales desconocidas, habra que estimarlas. Los
valores obtenidos se encuentran en la tabla anterior. EEIl 151




Los valores esperados E;; se muestran en la siguiente tabla:

Totales
76
79
95
Totales 100 130 20 250
(0,—E7/E, Totales
1'90 2’80 140 6’10
0’08 0’02 0’07 0’17
095 187 171 4’52
Totales 2’93 4’69 3’18 10’80

. 2 2 _
Punto critico:  XG-1G-1.1-01 = X409 = 1328

Estadistico de o izk:(orEJ ~10'80
contraste: N
I

Por tanto, no tenemos evidencia suficiente para
rechazar H '

ndencia.
L
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Estadistica Empresarial
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Introduccion (1)

En el tema anterior se han estudiado las pruebas de bondad de
ajuste, que son contrastes no parametricos cuyo objetivo es comprobar si
un_conjunto _de datos que componen una_ muestra proceden de una
determinada distribucién de probabilidad. Sin embargo, hay situaciones
en las que no se puede presuponer la distribucion de probabilidad de la
variable de la que procede la muestra, por lo que tendremos que emplear
tecnicas no paramétricas que permitan realizar contraste de hipotesis
acerca de algunas caracteristicas poblacionales.

Aunque deben cumplir algunos supuestos, como la independencia de
las observaciones muestrales, los contrastes no paramétricos de
caracteristicas poblacionales son generalmente validos cualquiera que
sea la distribucion de la poblacion de la que se ha obtenido la muestra,
por lo que son de gran utilidad en campos de la economia y la empresa,
en los que es dificil que se cumpla la hipotesis de normalidad, exigida en
la mayoria de los contrastes paramétricos estudiados.
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Introduccion (ll)

En este tema, se desarrollaran algunas de las técnicas mas utilizadas
en el campo no paramétrico para probar hipotesis sobre caracteristicas
promedio de dos 0 mas poblaciones independientes o relacionadas.

TEST NO PARAMETRICOS

Independientes | U de Mann-Whitney
2 MUESTRAS

Relacionadas Wilcoxon

Independientes | Kruskall-Wallis

K MUESTRAS
Relacionadas Friedman
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Test de Mann-Whitney

Se trata de una prueba de homogeneidad cuyo objetivo es contrastar
si los datos muestrales proceden de dos poblaciones independientes con
el mismo promedio.

Para este caso, existen los contrastes paramétricos de igualdad de
medias de dos poblaciones independientes, basados en estadisticos con
distribucion normal Z o t de Student. Sin embargo, estas pruebas
paramétricas requieren una serie de supuestos, como son la normalidad
de las distribuciones poblacionales o la necesidad de datos cuantitativos.

Cuando los supuestos de las pruebas paramétricas no se verifican,
existe la prueba de Mann-Whitney, que unicamente requiere dos
condiciones:

- Observaciones extraidas de dos muestras aleatorias independientes.

- Valores que se puedan ordenar (ya sean cuantitativos o cualitativos en
escala ordinal).
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Como medida promedio o de tendencia central para comparar en
ambas poblaciones se selecciona |la mediana, ya que permite la
aplicacion al caso de gque los datos sean ordinales. Asi pues, el contraste
a plantear sera:

H,: Me, = Me,
H,: Me, # Me,

La prueba de Mann-Whitney se basa en la combinacion de las n y m
observaciones procedentes de las dos poblaciones ordenadas en orden
creciente de magnitud. A cada una de ellas se le asigna un rango, de
manera _que a la observacion mas pequena le corresponde el 1 v a la
mayor, n+m. En el caso de que coincidan algunas observaciones, se
asignara a cada una el valor medio de los rangos que les corresponden.

Si las muestras provienen de poblaciones con igual tendencia central
se espera que los rangos se encuentren suficientemente dispersos, por lo
que la suma de los rangos de ambas muestras no deberia diferir

demasiado.
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El estadistico U de Mann-Whitney tiene la siguiente expresion:

n.(n+1)

U=n.m+ T

siendo T la suma de rangos de la muestra de tamano n (la mas pequena).

Las caracteristicas de la distribucion de probabilidad de U son:

n.m ’ V(U):n.m.(n+m+1)
2 12
Cuando los tamanos muestrales n y m son mayores que 10, la
distribucion de U se aproxima a una normal de media y varianza las
indicadas anteriormente. Asi pues, para el contraste bilateral propuesto
inicialmente, la region critica vendria dada por:

E[U]=

R = {(xn,xlz,...,xln),(le,xzz,...,xzm) eE/|Z]|> Zl—a/2}

y el estadistico de contraste sera:  , _ U —E[U]

Y, V(U) EEIl 158




Ejemplo: Se quieren comparar dos dietas distintas para engorde de
cerdos. Para ello, se seleccionan 11 cerdos de 6 meses de edad de la
granja A gque los alimenta con la primera dieta, y a 12 cerdos de la misma
edad de la granja B que usa la segunda dieta, obteniéndose el
iIncremento de peso en el dltimo mes. Los resultados se reflejan en la
tabla adjunta. Comprobar, con 5 % de significacion, que existen
diferencias significativas en el promedio de incremento de peso de los
cerdos en el Ultimo mes entre las dos dietas. (Se ha comprobado
previamente la no normalidad de los incrementos de peso de ambas
granjas).

Granja A | 223 | 18 | 147 | 191 | 217 | 229 | 21’5 | 19'3 | 172 | 23'1 | 16’5

GranjaB | 152 | 181 | 147 | 154 | 175 | 156 | 248 | 12 | 209 | 13'6 | 146 | 13'3
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Test de Wilcoxon

Se trata de una prueba no paramétrica que tiene como objetivo
contrastar si existen diferencias significativas entre las medidas promedio
de dos distribuciones poblaciones relacionadas. Para ello, se consideran
dos muestras relacionadas, obtenidas exponiendo a un mismo grupo de
individuos a dos situaciones diferentes.

Para este caso también existen pruebas paramétricas con el mismo
objetivo, pero que requiere ciertos supuestos, que muchas veces no se
satisfacen, de ahi que resulte conveniente la aplicacion de una prueba no
parametrica como la prueba de rangos y signos de Wilcoxon. Esta
prueba exige que los datos vengan dados en escala cuantitativa (no

ordinal).
H,: Me, = Me,

El contraste considerado sera: .
H,: Me, # Me,

La prueba de Wilcoxon se basa en analizar tanto el signo como la
magnitud de las diferencias entre cada par de observaciones de la
muestra, procediendo de la siguiente manera: EEIl 160



% Se obtienen las diferencias d; para los n pares de observaciones, que se
ordenan sin importar el signo. Si alguna diferencia es nula, se prescinde
de la misma.

% Se asigna un rango r; a cada diferencia en base a ese orden, desde 1
hasta n (considerando el rango promedio en caso de igualdad en las
diferencias), anadiéndole a cada rango el correspondiente signo de la
diferencia.

El estadistico W de Wilcoxon se obtiene mediante la suma de todos
los rangos positivos.
W=2r

>0

Las caracteristicas de la distribucion del estadistico W son:
n.(n+1) n.(n+1).2n+1)
24

Si la hipotesis nula es cierta, se espera que W tenga aproximadamente
igual valor que la suma de los rangos negativos.

E[W]= y VW)=
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Cuando el tamano muestral n es mayor que 10, la distribucion de W se
aproxima a una normal de media y varianza las indicadas anteriormente.
Asi pues, para el contraste bilateral, la region critica vendria dada por:

R = {(xlaxza'":xn) cE/ |Z | > Zl—“/z}

w—-EW
y el estadistico de contraste sera: Z = 7]
V()

Ejemplo: En un experimento para comparar dos materiales distintos, A y B, que
se deben utilizar para fabricar tacones de zapatos de caballero, se seleccion6 a
15 hombres y se les proporcioné un par de zapatos nuevos de los cuales un
tacon estaba hecho con el material A y el otro con el material B. Al principio del
experimento, cada tacon tenia un grosor de 10 mm. Después de usar los zapatos
durante un mes, se midio el grosor restante, resultando:

PAR 112 3|4 |5 6 7 |8|9|10/11 1213|114 |15
Material A | 66 | 770 |83 1825293 |79 (85|78 756189 |61|94 |91
Material B | 774 | 54 |88 | 80|68 |91 |63 |75|70 66|44 |77 42|94 |91

Verificar que no existen diferencias significativas en el grosor resultante de los
tacones entre ambos materiales, con una significacion del 5 %. EEIl 162



Test de Kruskall-Wallis

Se trata de una prueba no parameétrica que permite comprobar si
varias muestras independientes (mas de 2) proceden de poblaciones con
distribucion de igual medida promedio.

En este caso, la técnica paramétrica correspondiente es el analisis de
la varianza, que requiere el cumplimiento de algunos supuestos. Cuando
estos supuestos no se verifican, se puede optar por una prueba no
paramétrica, como el test de Kruskall-Wallis.

La prueba de Kruskall-Wallis se considera como una extension de la
de Mann-Whitney cuando se trata de verificar la homogeneidad de
promedios de k (mayor que 2) muestras aleatorias independientes,
siendo requisito, al menos, que los datos sean ordinales.

Hy,: Me, = Me, = ... = Me,

El contraste planteado seria:
P Hy: 3 (i) / Me, # Me,

Se procede como sigue: EEIl 163



e Se parte de un conjunto de n observaciones (n = n; + n, + ... +n,) que
se ordenan de forma creciente.

e Se asignan rangos, de manera que el valor 1 le corresponde a la
observacion menor y el n a la mayor. Los empates se resuelven de
analoga forma a los test anteriores.

e Se suman los rangos de cada muestra, denotando por Rj a la suma de
los rangos de la muestra j-ésima.

e Se eleva al cuadrado cada R;y se divide entre el tamafo muestral
correspondiente a dicha muestra, n,. A continuacion, se procede a la
suma de todos los R2.

El estadistico de Kruskall-Wallis presenta la siguiente expresion:

12 (&R
Wzn(n_i_l)(Z]—3(l’l+l)

J=1 nj

y sigue una distribucion y?,_; cuando los tamarios muestrales n; son todos
mayores que 5. Por tanto, los valores de KW seran siempre positivos.

La region critica sera:
— 2
R = {(xll’...,xln1 ), (le,...,xznz),...,(xkl’...,xknk) cFE/ KW>;(k_1,1_a} —



Si se rechaza la hipdétesis nula, la conclusion sera que existen
diferencias entre los k grupos, por lo que al menos uno de ellos
presentara diferencias con respecto a los demas. Este test no informa
donde se encuentran las diferencias ni cuantos grupos son diferentes
entre si.

Ejemplo: Se desea saber si la renta familiar influye en el grado de cultura
de los hijos. Para verificarlo se toman cuatro niveles de renta y en cada
uno un cierto numero de familias con ninos comprendidos entre ciertas
edades. Se somete a los nifios a una serie de tests cuyos resultados,
expresados en la tabla adjunta, reflejan el grado de cultura. Usar un 5 %
de significacion.

Nivelrenta1 | 171 | 146 | 117 | 191 | 164 | 137 | 126 | 182 | 155 | 121

Nivel renta 2 | 121 | 144 | 164 | 196 | 125 | 155 | 137 | 191

Nivel renta 3 | 108 | 108 | 108 | 178 | 149 | 117 | 119 | 89 | 155|129 | 98 | 98

Nivelrentad4 | 121 | 108 | 96 | 72 | 121 | 96 | 72
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Test de Friedman

Se trata de una prueba no paramétrica que permite comprobar si k
muestras dependientes o relacionadas (mas de 2) proceden de
poblaciones dependientes con igual medida promedio (mediana), siempre
que la escala de medida sea, al menos, ordinal. Las muestras
relacionadas se obtienen estudiando el comportamiento de un mismo
grupo de individuos bajo k situaciones o tratamientos diferentes.

La contrapartida paramétrica para esta prueba corresponde al analisis
de la varianza (concretamente, el caso de bloques aleatorizados o
medidas repetidas). H,: Me, = Me, = ... = Me,
H,: 3 (i,j) / Me, # Me,

El contraste no paramétrico planteado seria:

Los datos, en este caso, se presentan en una tabla de doble entrada
con n filas (individuos) y k columnas (tratamientos o situaciones). A partir
de la misma, el test de Friedman procede segun los siguientes pasos:
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¢ De forma independiente, se asignan rangos a cada una de las
observaciones de cada fila, correspondiendo el valor 1 a la observacion
menor y k a la mayor. En caso de empate, se procede como en los
anteriores casos.

% Se calculan las sumas de los rangos de cada columna o muestra, que
denotaremos mediante R;.

& Se eleva al cuadrado cada R, y se determina la suma de todos ellos.

El estadistico de Friedman se obtiene como se indica a continuacion:

F,= nk(“l) ZR —3.n.(k+1)

Si k250 n 210, la distribucion de Ky se aproxima a una yx?,,. Por
tanto, los valores de Fy seran siempre posmvos.

La region critica asociada al contraste considerado sera:

2
= {(xll,...,xln),(xZL...,xzn),...,(xkl’...,x,m) e £/ F, >;(k_1’1_a}
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——— | —— | ——— ———

Ejemplo: Cuatro jueces se encargan de calificar en una competicion de
salto que incluye a 10 finalistas. Los datos que figuran en la tabla
siguiente son calificaciones, donde un 10 indica un salto perfecto. Para
una significacion del 1 %, determinar si existe diferencia significativa en
las calificaciones que otorgan cada uno de los cuatro jueces.

Juez
Competidor 1 2 3 4
1 8’5 8’6 8’2 8’4
2 9’8 97 9’4 9’6
3 7’9 8’1 7’5 8’2
4 9’7 9’8 9’6 9’6
5 6’2 6’8 6’9 6'5
6 8’9 9’2 8’1 8’7
7 9’2 9’2 8’7 89
8 8’4 8’5 8’4 8’6
9 9’2 9’6 8’9 9’5
10 8’8 9’2 8’6 9’3
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Estadistica Empresarial




Introduccion

El Analisis de la Varianza es una prueba estadistica de
homogeneidad de los comportamientos medios de una determinada
caracteristica o variable respuesta, para k poblaciones independientes,
correspondientes a k condiciones distintas de un determinado factor.

Hot g = 1y = oo =y
H1: 3 (I,J) / Hi # uj

Esta prueba paramétrica puede considerarse como una extension del
contraste parameétrico de igualdad de medias para dos poblaciones
independientes, ya estudiado anteriormente. Al igual que éste, el Analisis
de la Varianza requiere la verificacion de una serie de supuestos, como
puede ser la normalidad, homocedasticidad, etc.

En caso de que no se cumpla algunos de estos supuestos, hemos
estudiado algunos procedimientos alternativos, encuadrados dentro de
los contrastes no paramétricos.

EEIl 170



Conceptos

A continuacion se van a definir los principales términos que intervienen
en el analisis de la varianza:

e Variable respuesta: Es la variable dependiente o caracteristica objeto
de nuestro estudio y que cuantifica el efecto de una serie de condiciones
que influyen sobre ella. Por tanto, se necesita que dicha variable pueda
medirse en escala cuantitativa.

e Factor: Es cada una de las variables independientes o explicativas que
influyen en la caracteristica de estudio o variable respuesta. Cada factor
debe incluir las diferentes condiciones a las que se somete a los
individuos para analizar el efecto diferencial de las mismas.

A las distintas modalidades que presenta un factor se les denomina
niveles. Estos suelen diferenciarse en tratamientos (cuando se pueden
manipular las condiciones del factor) o modos de clasificacion (cuando

las condiciones del factor no son susceptibles de manipulacion).
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e Supuestos basicos: Para poder emplear el analisis de la varianza se
necesita el cumplimiento de los siguientes supuestos:

(1) Las muestras han de ser extraidas de forma aleatoria.

(2) Las puntuaciones u observaciones han de ser independientes entre si.
(3) Las observaciones del j-€simo grupo (X, i=1,...,n,) deben tener
distribucion Normal de media y;.

(4) Todos los grupos deben tener la misma varianza poblacional ¢?, lo que
se conoce como homocedasticidad.

(5) La variable respuesta debe ser cuantitativa, mientras que la variable
independiente o factor se establece a modo de categorias, pudiendo ser
cuantitativa o cuantitativa.

e Disenos segun el tipo de factores: Los factores que influyen en una
determinada variable respuesta pueden ser fijos o aleatorios. Se dice
que un factor es fijo cuando los niveles observados del mismo incluyen
todos los posibles, o bien, todos los que interesan. Sin embargo, se dira
que es aleatorio cuando el numero de posibles niveles del factor es

elevado y se seleccionan aleatoriamente algunos para realizar el estudio.
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Estas consideraciones dan lugar a distintos modelos:

(1) Modelo de efectos fijos: Intervienen unicamente factores fijos.

2) Modelo de efectos aleatorios: Intervienen uUnicamente factores
aleatorios.

(3) Modelo de efectos mixtos: Intervienen factores tanto fijos como
aleatorios.
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El Analisis de la Varianza permite separar el efecto que sobre la
variable respuesta ejerce uno o varios factores controlados del de otros
no controlados, contrastando la influencia de los factores controlados
sobre los resultados.

La variabilidad total de la variable respuesta se puede dividir en dos
partes. Por un lado, estaria la causada por el factor controlable y sus
niveles; por otro, la originada por el resto de factores, conocidos o no, que
influyen sobre ella, llamada variabilidad debida al error experimental. Esta
division daria lugar a dos tipos de varianzas:

(1) Varianza dentro de los grupos: Representa la variabilidad debida al
error experimental, causante de las posibles diferencias existentes entre
los elementos de cada grupo.

(2) Varianza entre grupos: Representa la variabilidad existente entre los
grupos debida al efecto de los diferentes niveles del factor.

Para decidir si existen diferencias entre o no como consecuencia de
los diferentes niveles del factor, esta técnica se basara en la comparacion

de los estimadores de las dos varianzas definidas. e 17



Modelo factorial simple o ANOVA |

Este modelo se caracteriza porque la variable respuesta considerada
depende de un unico factor con k niveles, quedando el resto de las
causas de variacion englobadas en el error experimental.

El objetivo del mismo sera contrastar la homogeneidad de promedios
de la variable respuesta para k poblaciones independientes, pudiendo
expresarse de la siguiente manera:

Hol by = 1y = .0 = 1y
Hy: 3 (i) /i #

Si rechazamos la hipétesis nula, concluiremos que existen diferencias
significativas entre los comportamientos promedio, ya que, al menos uno
de ellos es diferente a los demas.
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El modelo considerado en el ANOVA | es el siguiente: | X;; = p + A, + g;

e X;; > Valor de la variable respuesta para el i-esimo individuo del j-ésimo
grupo.

e u > Constante comun para todas las observaciones que representa a la
media poblacional.

e A, > Es la aportacion cuantitativa del j-ésimo nivel del factor a la
puntuacion total, que refleja la diferencia entre la puntuacion esperada del
j-eésimo grupo , y la puntuacion esperada para toda la poblacion, p.

e g; > Error experimental correspondiente a cada puntuacion, que indica

la parte de X;; no explicada por las otras dos componentes. Se verifica que
Sij ~ N (0, 0-2).

Al ser los valores de p, AJ- Y g desconocidos, habra que estimarlos, por
ejemplo, utilizando el método de los minimos cuadrados, dando lugar a:
A 1 k nj -~ g X A X
p==22 X, A;=X,-X &=X,-X,
noior =1
Por tanto, el modelo quedaria: x, =X+(X,-X)+(X,-X)=X,-X=(X,-X)+(X, - X))
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Asi pues:
ZZJ:( X)’ —Z”l (X, - X)’ +ZZ(X - X)) yaqueZ(X.j—)?j):O

En términos de las sumas de cuadrados se tiene que: SCT = SCF + SCE

A partir de estas sumas de cuadrados se obtienen los estimadores de

las varianzas: L —,
ZZ(X,; - X)
SCT

(1) Cuasivarianza total: §2 = /= = — .

n—1 n—1 T 2
Z;(Xj - X)
]:

(2) Cuasivarianza debida al factor (entre grupos): Sj = p = ‘ZCIT

(3) Cuasivarianza debida al error (dentro de los grupos):

k

X - X))
Z~ ( v J) _ SCE
n—=k n—=k

Se puede demostrar que S?%;, S% y S?: son estimadores insesgados
de o2.
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Ademas:
k—1)S>
( O-) FDZ Sz
—k)S? HD:> - DFklnk
O'

La region critica asociada al contraste sera:

— {(x”,...,xnll),(xlz’...,xnzz),...,(xlk,...,xnkk) ek /F> Fk_l’n_k’l_a}

SA'Z
siendo el estadistico de contraste: | £ = S’Z
E

Para facilitar los calculos a la hora de determinar las sumas de
cuadrados, se expresaran las expresiones en funcion de las sumas de las
puntuaciones, ya sea la total T o la de cada grupo, T;.
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£ T? T2 k k T?
SCT = ZZXZ—— SCF=) --——  SCE= ZZX2 > L
j=1 i=l j=t ;N j=1 =l j=1 1
La tabla de los calculos a realizar sera la siguiente
Niveles 1 2 k
X11 )(12 X1k
)(21 X22 X2k
)(n11 Xn22 )(nkk
T T, T, T, T
T2In; | T2/ng | T2/ n, T2/ n | LT2n;
leuz ZiXi12 ZiXi22 ZiXik2 2 2|X|j2

——— | —— | ——— ———

Por tanto, las sumas de cuadrados se puede expresar como sigue:
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——— | —— | ——— ———

Y el cuadro resumen de todo el proceso vendra dado por:

Variabilidad | >YM39¢ | o\ | Estimador Estadistico | & unto
cuadrados critico
FACTOR F k-1 | S.2=SCF/(k-1
c1o S " ) F =S5/ Sg? Frtinso1-o
ERROR SCE n-k | Sg2= SCF/(n-k)
TOTAL SCT n-1 | S;2= SCT/(n-1)
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Ejemplo: Se ha realizado un experimento con el fin de comparar los
precios de la barra de pan de molde en cuatro ciudades diferentes. La
muestra esta formada por ocho almacenes seleccionados aleatoriamente
para las tres primeras ciudades, mientras que la cuarta esta formada por
siete almacenes.

1 2 3 4
139 138 134 149
143 141 139 150
145 144 135 148
141 143 138 150
144 137 139 146
138 140 136 151
140 143 140 149
141 140 135

Partiendo de la hipotesis de normalidad para los precios de la barra de
pan de molde en cada una de las ciudades, ¢los datos nos proporcionan
suficiente evidencia para indicar que hay diferencias significativas en el
precio medio en las cuatro ciudades, con un nivel de significacion del
5% EE Il 181
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